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Аннотация. Рассмотрена проблема, связанная с проведением экспериментов в вычисли-
тельной гидродинамике, решением которой является применение уравнений течения не-
сжимаемой жидкости и введение вихревых функций потока. 

Целью данной работы является моделирование температурного вязкого потока с 
установленным числом Рейнольдса внутри пористой среды, заключенной в материале гор-
ной породы, для последующего описания теплового фронта движения в виде системы урав-
нений, с выбором наиболее вероятно подходящей системы с дифференциацией уравнений 
для каждого сегмента тепловой симуляции (по осям куба), заключительной кросс-
корреляции, распространения в идентифицируемом физическом поле конфузо-
ров/диффузоров. 

Научная новизна выполненной работы обусловлена оригинальным подходом к раз-
работке и интерпретации результатов алгоритма прогнозирования температурного поля в 
текстурной конфигурации конфузоров/диффузоров горных пород. 
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Abstract. This article considers the problem associated with conducting experiments in computa-
tional fluid dynamics, the solution of which is the application of the equations of incompressible 
fluid flow and the introduction of vortex flow functions. 

The aim of this work is to simulate the temperature viscous flow with a set Reynolds num-
ber inside a porous medium enclosed in the rock material to further describe the thermal front of 
motion in the form of a system of equations, with the choice of the most likely suitable system 
with differentiated equations for each segment of the thermal simulation (along the cube axes), the 
final cross-correlation, spread in the identified physical field of confusers/diffusers. 
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Scientific novelty of the performed work is due to the original approach to the develop-
ment and interpretation of the results of the algorithm for predicting the temperature field in the 
textural configuration of the confusers/diffusers of rocks. 
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Введение 
Ограничения физической модели, такие как отсутствие подходящего 

оборудования, и проблемы, связанные с отсутствием полной аналогии с 
реальными потоками, делают невозможным получение результатов испы-
таний в большинстве реальных случаев.  

В связи с этими проблемами и достижениями в области компьютер-
ных технологий для анализа фильтрационных потоков широко использует-
ся вычислительная гидродинамика.  

В отличие от экспериментального моделирования, условия течения и 
соответствующие размеры области движения потоков могут быть легко 
изменены для достижения задач математического и гидродинамического 
моделирования [1].  

Одной из наиболее важных проблем в области вычислительной гид-
родинамики является решение уравнений, описывающих течение несжи-
маемых жидкостей [2–5]. 

Эта проблема описывается аппроксимацией уравнений Навье — Сток-
са, один из вариантов которой сводится к использованию примитивной пе-
ременной, соблюдающей ограничения, установленные соответствующим 
численным анализом при оценке скорости и давления [6–8].  

Одно из таких ограничений состоит из усеченной совместимости «точ-
ных верхней и нижней границ» математических моделей фильтрации [9]. 

Несоблюдение этого условия приводит к сильным пространственным 
осцилляциям в поле давления, обычно называемым ложными режимами 
давления [10–13].  

Этого можно избежать в двумерных несжимаемых жидкостях с по-
мощью потоковых функций для преобразования уравнений Навье — Сток-
са в нелинейные дифференциальные уравнения четвертого порядка с 
бигармоническими операторами в качестве основной части [14, 15].  

Введя потоковую функцию-вихрь, можно разложить единое уравне-
ние на частные дифференциальные уравнения второго порядка. Неизвест-
ными в этом уравнении являются функция потока и вихревая сила. Этот 
подход известен как формулировка вихревой функции потока для решения 
задач, описываемых связанными нелинейными системами дифференци-
альных уравнений с соответствующими граничными условиями [16]. 
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Стоит отметить значительное влияние температурного поля в грани-
цах фронта движущейся жидкости, изменение которого напрямую связано 
с текстурными особенностями соответствующего геофизического поля.  

 
Объект и методы исследования 
Первым этапом исследования в данной работе является моделирова-

ние вязкого потока жидкости с установленным числом Рейнольдса внутри 
трещиновато-пористой среды, заключенной в материале горной породы.  

Следующим шагом исследования является физико-математическое 
моделирование движения теплового фронта в виде систем уравнений, с 
дальнейшим выбором наиболее вероятной из них с соответствующей диф-
ференциацией для каждого сегмента тепловой симуляции (по осям седи-
ментационного куба).  

Заключительным этапом исследования будет проведение простран-
ственной кросс-корреляции для вариантов распространения в идентифици-
руемом геофизическом поле резких сужений/расширений в сегментиро-
ванной текстуре горной породы (конфузоры/диффузоры текстуры). 

В качестве основы для написания статьи были использованы иссле-
дования, представленные в работах Ю. Е. Катанова, отечественных и зару-
бежных ученых [17–26]. 

 
Экспериментальная часть/постановка эксперимента 
В качестве базового допущения при разработке математической мо-

дели распространения теплового поля можно принять гипотезу, что поток 
имел низкое число Рейнольдса и происходил только двумерный теплооб-
мен на границах раздела геопространств. 

Для принятого допущения оправдано использование метода двумер-
ной функции потока (вихревой модели конечных разностей) декартовых 
фундаментальных уравнений.  

В качестве дополнительных предположений можно выделить следу-
ющие. 

Во-первых, скорость потока намного меньше скорости звука.  
Во-вторых, температура (𝑇) лишь незначительно отклоняется от но-

минального значения, то есть 𝑇 стремится к пределу, равному 1, и эффекта 
поля течения нет. Тем не менее теплопередача все еще существует.  

В-третьих, на жидкость не действует никакая физическая сила, кроме 
естественных горных напряжений. Общее уравнение состояния для зави-
симости плотности флюида от давления и температуры выражается как 
𝜌(𝑇, 𝑝). 

Разложение ряда Тейлора вокруг данного эталонного состояния да-
ется следующим образом: 

 
𝜌(𝑇,𝑝) = 1 + (𝑇 − 1) ∙ �∂𝜌

∂𝑇
�
эталон

+ 𝑝 ∙ �∂𝜌
∂𝑝
�
эталон

+ ⋯,            (1) 
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где 𝑝 — давление; 𝑇 — температура флюида; ∂𝜌

∂𝑇
 — производная плотности 

по температуре; ∂𝜌
∂𝑝

 — производная плотности по давлению. 

Ряд необходимо усечь после первой производной, что позволит его 
линеаризовать вокруг эталонного состояния.  

Используя определения коэффициента теплового расширения и ско-
рости звука, формулу 1 можно преобразовать к следующему виду: 

 
𝜌(𝑇, 𝑝) = 1 + 𝐾𝜌 ∙ (𝑇 − 1) + 𝛾 ∙ M2 ∙ 𝑝,                                (2) 

 
где 𝑝 — давление; 𝑇 — температура флюида; M — число Маха (один из 
критериев подобия в механике жидкости и газа; представлен отношением 
истинной скорости течения в потоке к текущей скорости распространения 
звука в движущейся среде); 𝐾𝜌 — коэффициент теплового расширения 
(изобарический); 𝛾 — отношение удельных тепловыделений или среднее 
значение спектральной плотности мощности. 

Применяя начальное предположение числа Маха, стремящегося к 
пределу 0, и игнорируя члены порядка О(2) или выше, зависимость плот-
ности флюида от температуры можно представить в следующем виде: 

 
𝜌(𝑇) = 1 + 𝐾𝜌(𝑇 − 1),                                          (3) 

 
где 𝐾𝜌 — коэффициент теплового расширения (изобарический); 𝑇 — тем-
пература флюида. 

В соответствии с положениями физической химии число Маха непо-
средственно связано с числом Эккерта (Ec) в виде следующего выражения: 

 

Ec = M2 𝑎эталон2

𝑐𝑝,эталон∙𝛥𝑇эталон
,                                         (4) 

 
где 𝑎эталон2  — соответствующая скорость флюида; 𝑐𝑝,эталон — удельная 
теплоемкость при постоянном давлении; 𝛥𝑇эталон — разность температур 
как движущая сила теплопереноса (температура вещества минус темпера-
тура свободного потока). 

Поэтому малыми числами Маха, пропорциональными числу Эккерта, 
можно пренебречь [12]. 

Число Эккерта (Ec) — это безразмерная величина (гидродинамика), 
которая помогает определить относительную важность кинетической энер-
гии потока в ситуациях теплопередачи. 

Когда число Эккерта (Ec ≪ 1) мало, членами уравнения энергии, 
учитывающими изменение давления, вязкую диссипацию и влияние силы 
тяжести на баланс энергии, можно пренебречь, а само уравнение преобра-
зуется к описанию равновесия между кондукцией и конвекцией.  
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Изложенная ситуация продемонстрирована на рисунке 1 — есте-
ственная конвекция двумерного несжимаемого потока флюида внутри 
трещиновато-пористой среды в рассматриваемом экстенте квадранта.  

Цветами от «теплых» к «холодным» (по Кельвину, 𝐾) обозначена 
температура флюида, по оси ординат и абсцисс условно отложены размер-
ности моделей распределения потоковых линий температурного поля, 
нормализованные к 1. 

 

 
 

Рис. 1. Моделирование температурного поля с изображением соответствующих 
потоковых линий при различных значениях числа Эккерта 

 
Из (3) следует, что плотность флюида 𝜌 стремится к пределу 1 также 

при 𝑇, стремящемся к пределу 1. Это означает, что если разница темпера-
тур отдельных сегментов геофизического поля мала, то возникают лишь 
небольшие различия в соответствующих плотностях.  

В результате плотность флюида постоянна и 𝜌 стремится к пределу 1. 
Она также обладает одним из базовых свойств жидкости — динамической 
вязкостью 𝜇, теплопроводностью 𝑘𝑝 и удельной теплоемкостью 𝑐𝑝. 

Объемные силы в основном обусловлены плавучестью или ускоре-
нием в системе отсчета. Плавучесть требует градиента плотности, который 
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устраняется при 𝜌 → 1. Далее предполагается, что система отсчета непо-
движна, M → 0, 𝑇 → 𝑇𝑟𝑒𝑓 (𝑇𝑟𝑒𝑓 — исходная температура), что дает первое 
приближение уравнений Навье — Стокса.  

Уравнение энергии сводится к скалярному уравнению переноса.  
Связь между полем скорости и температурой однонаправленная, а не 

наоборот.  
Другая неодномерность теплового поля более элегантна, поскольку 

температура возникает только в производной соответствующего потока. 
Теплообмен между поверхностью с температурой 𝑇𝑤 и жидкостью с 

температурой 𝑇∞ обычно описывается безразмерной температурой 
 

Θ ≡ 𝑇−𝑇∞
𝑇𝑤−𝑇∞

,                                                   (5) 

 
где 𝑇∞ — температура входящего флюида; 𝑇𝑤 — температура поверхности; 
T — текущая температура флюида. 

Подставляя (5) в безразмерные управляющие уравнения, получаем 
выражения (6)–(8), описывающие основные закономерности для компью-
терного моделирования динамики протекания флюида (Pr — число Пранд-
тля, Re — число Рейнольдса): 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂𝑢𝑗
∂𝑥𝑗

= 0

∂𝑢𝑖
∂𝑡

+ 𝑢𝑗
∂𝑢𝑖
∂𝑥𝑗

= − 1
𝜌
∂𝑝
∂𝑥𝑖

+ 1
Re
∙ ∂2𝑢𝑖
∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗

∂Θ
∂𝑡

+ 𝑢𝑗
∂Θ
∂𝑥𝑗

= 1
Re∙Pr

∙ ∂2Θ
∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗

.                           (6) 

 
Для несжимаемых двумерных потоков (𝑥 = [𝑥1, 𝑥2]𝑇) часто выгодно 

использовать определяемые по скорости величины — функцию потока 𝜓 и 
вихревой поток 𝜁. 

Функция потока 𝜓, определяемая как пульсация в векторе скорости, 
количественно определяет объемный расход флюида по линии (с постоян-
ной силой тока), соединяющей любые две точки в поле потока.  

Компоненты скорости (𝑢𝑖, 𝑖 = 1, 2), по соответствующим осям, вы-
числяются из частных производных скалярной функции потока: 

 

�
𝑢1 = ∂𝜓

∂𝑥2

𝑢2 = − ∂𝜓
∂𝑥1

,                                                (7) 

 
где ∂𝜓

∂𝑥2
 — производная функции потока по направлению 𝑥2; ∂𝜓

∂𝑥1
 — произ-

водная функции потока по направлению 𝑥1. 
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Только в двумерном случае компонент, связанный с направлением 𝑥3 
вихревой поток 𝜁 является ненулевым и определяется следующим образом: 

 
𝜁 = ∂𝑢2

∂𝑥1
− ∂𝑢1

∂𝑥2
,                                                  (8) 

 

где ∂𝑢2
∂𝑥1

 — производная второго компонента скорости по направлению 𝑥1, 
∂𝑢1
∂𝑥2

 — производная первого компонента скорости по направлению 𝑥2. 

Используя функции вихря и потока, преобразованная система урав-
нений Навье — Стокса (7)–(8) приобретает следующий вид: 

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

∂2𝜓
∂𝑥12

+ ∂2𝜓
∂𝑥22

= −𝜁
∂𝜁
∂𝑡

+ 𝑢𝑗
∂𝜁
∂𝑥𝑗

= 1
Re
∙ ∂2𝜁
∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗

∂Θ
∂𝑡

+ 𝑢𝑗
∂Θ
∂𝑥𝑗

= 1
Re∙ Pr

∙ ∂2Θ
∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗

,                                 (9) 

 

где ∂
2𝜓
∂𝑥12

 — производная функции потока второго порядка по направлению 𝑥1; 
∂2𝜓
∂𝑥22

 — производная функции потока второго порядка по направлению 𝑥2; 
∂𝜁
∂𝑡

 — производная функции вихревого потока по времени; ∂𝜁
∂𝑥𝑗

 — производ-

ная функции вихревого потока по направлению 𝑥𝑗; 
∂2𝜁

∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗
 — производная 

функции вихревого потока второго порядка по направлению 𝑥𝑗, 
∂Θ
∂𝑡

 —  

производная функции безразмерной температуры по времени; ∂Θ
∂𝑥𝑗

 — про-

изводная функции безразмерной температуры по направлению 𝑥𝑗; 
∂2Θ

∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗
 — 

производная функции безразмерной температуры второго порядка по 
направлению 𝑥𝑗; Re — число Рейнольдса; Pr — число Прандтля; 
𝜁 — функция вихревого потока. 

Коэффициент поверхностного трения можно определить следующим 
образом: 

𝑐𝑓 = 2
Re
∙ 𝜁𝑤,                                               (10) 

 
где Re — число Рейнольдса; 𝜁𝑤 — вихревой поток на поверхности веще-
ства породы. 

Для компьютерной симуляции, с учетом предложенных выражений 
(1)–(10), в качестве исходной информации текстурного распределения тем-
пературного поля на базе метода потоковой функции-вихря использованы 
графические материалы шлифов и данные томографии керна полимиктово-
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го песчаника, подверженные процедуре бинаризации: выделялись пустот-
ное пространство и матричное вещество, размером 250 на 250 точек, и ор-
ганизованные в стек одного направления  измерения гиперкуба цифрового 
керна (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Процедура преобразования исходных данных 
 
В качестве начальных условий и граничных параметров установлены 

следующие: температура вещества породы — 335 К; температура пустот-
ного пространства, в котором располагается флюид — 300 К; температура 
источников тепла — 340 К; число Рейнольдса — 100; кинематическая вяз-
кость — 1,48·10-5

 м2/с; коэффициент термодиффузии — 22,07·10-6 м2/с; 
теплопроводность — 10 Вт/(м·K); фактор верхней релаксации — 1. 

В качестве выходных данных получены покадровые, размером  
256 на 256 точек, графические образы прогнозирования температуры пу-
стотного пространства полимиктового песчаника с учетом размещения в 
нем тепловых источников.  

В качестве тепловых источников использованы точки (группы точек) 
расположения конфузоров/диффузоров, размер которых определен их сег-
ментированной текстурной конфигурацией (рис. 3, «красные области  
1-го кадра»). 

Для реализации поставленной задачи был разработан вычислительный 
модуль с использованием языка программирования Python и сопутствующих 
библиотек. Для визулизации результатов моделирования использованы 
средства matplotlib и vedo, а для расчетов — NumPy, PoreSpy, PIL. 

Получаемые выходные графические образы симуляции приобретали 
раскраску в цветовой палитре jet, как наиболее подходящей для визуализа-
ции температурных изменений.  

Динамику изменения температурного поля для одного из цифровых 
кубов данных (30 мм на 30 мм) можно увидеть на первом и последнем кад-
рах, изображенных на рисунке 3.  

На основе градиента температур можно проследить перемещение 
фронта флюида из одного сегмента текстуры песчаника к другому и далее до 
внешних границ куба на основе смещения максимумов значений температур. 
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Рис. 3. Первый и последний кадры симуляции температурного поля 
 
Результаты и обсуждение 
Получены графические образы температурного вязкого потока с 

установленным числом Рейнольдса для цифрового куба трещиновато-
пористой среды, представленного полимиктовыми песчаниками. Отмеча-
ется присутствие областей высокой размерности для конфузо-
ров/диффузоров в пустотном пространстве породы.  

Обозначение центроидов локальных пустот «мелкими точками»  
(см. рис. 3, 1-й кадр) позволяет точнее реконструировать путь движения 
температурных потоков с учетом различных структурно-текстурных де-
фектов в керне.  

Генерация данных для данной симуляции температурного поля до  
1 200 состояния (кадров) производилась около 3 часов (для среднестати-
стической вычислительной машины) с учетом параллельной обработки 
данных, что является значимым фактором, поскольку одной из базовых 
проблем построения цифровых двойников керна является слишком боль-
шое время расчета и занимаемое место полученных результатов на физи-
ческих носителях. 

Намечены перспективы дальнейшего исследования температурного 
потока с учетом напряженно-деформированного состояния цифрового керна. 

 
Выводы 
Выполнено физико-математическое моделирование температурного 

фронта в пустотном пространстве цифрового керна с учетом движения по-
тока флюида (на базе первого приближения уравнений Навье — Стокса); 
приведены сведения о главных технических особенностях компьютерной 
реализации алгоритма цифрового моделирования температурного поля; 
приведен практический пример апробации разработанной модели в виде 
симуляции распространения тепловых потоков в выделенных границах 
цифрового керна (30 на 30 мм).  
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Выполненное тестирование алгоритма показало хорошую сходи-
мость результатов в сравнении с сопряженными тепловыми и пиролитиче-
скими исследованиями на физическом образце керна.  

После того как температурные потоки достигли равновесия, в каждой 
секции слайсов, скорость теплопередачи через поверхность вокруг текстур-
ных пустот была измерена и сопоставлена со скоростью распространения 
теплового поля через прилегающие граничные поверхности оттока.  

При дальнейшем изменении текстурного профиля тепловой энергии, 
разница между физическим и цифровым образцами зафиксирована незначи-
тельной на протяжении всего процесса (шаг между слайсами — 1 мм). 

Вычислительные возможности текущей версии разработанного алго-
ритма включают его компиляцию при запуске в macOS, Microsoft Windows 
и любой Linux-подобной операционной системе (Ubuntu, Linux Mint и т. д.) 
с соответствующей точностью 90–95 %. 
 

Статья подготовлена в рамках технологического проекта «Цифро-
вой керн», реализуемого в Западно-Сибирском межрегиональном научно-
образовательном центре мирового уровня. 
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