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Аннотация. При определенных условиях надземные участки трубопроводов подвергаются 
колебаниям. Рост амплитуд колебаний выше предельных значений может привести к раз-
рушению объекта. Для оценки вибропрочности трубопроводов и поиска самых эффектив-
ных способов отстройки от резонансных частот возмущения необходимо определять соб-
ственные частоты колебаний и характеристики колебательных процессов. Разработана ма-
тематическая модель определения частоты свободных колебаний надземных участков тру-
бопроводов, учитывающая влияние внутреннего давления и скорости перекачиваемой жид-
кости. Получено численное решение на основе метода Бубнова — Галеркина, определено 
достаточное количество элементов ряда в приближенном решении. Проведены численные 
эксперименты, показано, что для каждого участка частоты должны определяться при кон-
кретных условиях, соответствующих режиму перекачки. 
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Abstract. Under certain conditions, above-ground sections of pipelines are subject to vibration. 
Increasing the vibration amplitudes beyond the limits can cause the object to fail. In order to assess 
the vibration resistance of pipelines and to find the most effective ways of detuning from the reso-
nant frequencies of disturbances, it is necessary to determine the natural frequencies of oscillations 
and the characteristics of the oscillation processes. The authors of the article developed a mathe-
matical model to determine the frequency of free vibrations of above-ground pipeline sections, 
taking into account the influence of internal pressure and the velocity of the pumped fluid. As a 
result, a numerical solution based on the Bubnov-Galerkin method was obtained and a sufficient 
number of series elements in the approximate solution was determined. The authors performed 
numerical experiments. These showed that the frequencies should be determined for each section 
under specific conditions according to the pumping mode. 
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Введение  
При определенных условиях надземные участки трубопроводов под-

вергаются колебаниям. Рост амплитуд колебаний выше предельных значений 
может привести к разрушению объекта. Требования к расчетам на вибрации 
надземных трубопроводов представлены в нормативной документации 4

1. Для 
оценки вибропрочности трубопроводов и поиска самых эффективных спосо-
бов отстройки от резонансных частот возмущения необходимо определять 
собственные частоты колебаний и характеристики колебательных процессов.  
При оценке собственных частот трубопровод рассматривается как стержень, 
перекачиваемая жидкость при этом учитывается только как дополнительная 
масса 5

2. В работах [1–11] исследовано влияние внутреннего давления и скоро-
сти перекачиваемой жидкости на частоты свободных колебаний. Предложен-
ные зависимости получены на основе различных предпосылок и с помощью 
различных теорий (стержневой теории и теории тонких оболочек) и по-
разному учитывают давление и скорость перекачиваемой жидкости. 

4 1 СА 03-003-07. Расчеты на прочность и вибрацию стальных технологических трубопроводов: 
нормативные документы межотраслевого применения по вопросам промышленной безопасности и 
охраны недр / Российская ассоциация экспертных организаций техногенных объектов повышенной 
опасности. – Введ. 2006-11-27. – М.: Стандартинформ, 2007. – 72 с. 

5 2Там же. – С. 48. 
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В данной работе представлен подход к определению частот свободных ко-
лебаний прямолинейного участка трубопровода с учетом давления и ско-
рости перекачиваемой несжимаемой жидкости. 

 
Объект и методы исследования  
Объектом исследования является прямолинейный участок надземно-

го трубопровода постоянного диаметра, перекачивающего несжимаемую 
жидкость с постоянным начальным давлением Рн и расходом жидкости Q 
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Объект исследования 

 
При моделировании колебаний трубопровод рассматривается в виде 

прямого стержня. В качестве уравнения, описывающего колебания, ис-
пользуется дифференциальное уравнение поперечных деформаций стерж-
ня при воздействии продольных усилий [12] 
 

�𝜌тр𝑆тр + 𝜌ж𝑆ж�
𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

+ 𝜕2

𝜕𝑥2
�𝐸𝐽 𝜕

2𝑤
𝜕𝑥2

� − 𝐹 𝜕2𝑤
𝜕𝑥2

= 0,                    (1) 
 
где 𝜌тр, 𝜌ж — плотности материала трубопровода и жидкости;  
𝑆тр, 𝑆ж — площади сечения трубопровода и жидкости; E — модуль упру-
гости материала трубопровода; J — момент инерции сечения трубопрово-
да; F — растягивающие усилия; w — смещение оси трубопровода в попе-
речном направлении. 

Суммарное растягивающее усилие может быть представлено в виде 
 

𝐹 = �𝜇𝜎кц − 𝛼𝐸∆𝑡 + 𝐸𝜀𝑥�𝑆тр,                                     (2) 
 
где μ — коэффициент Пуассона материала трубы; α — коэффициент ли-
нейного расширения материалы трубы; ∆𝑡 — температурный перепад,  
𝜀𝑥 — дополнительная деформация в продольном направлении;  
𝜎кц — кольцевые напряжения, возникающие в стенках трубопровода, 
определяются как P𝑑вн/2δ, где Р — давление, 𝑑вн — внутренний диаметр 
трубопровода, δ — толщина стенки трубопровода. 

В случае отсутствия температурного перепада и дополнительной де-
формации в продольном направлении уравнение, описывающее колебания 
трубопровода с учетом внутреннего давления, будет иметь следующий вид: 
 

�𝜌тр𝑆тр + 𝜌ж𝑆ж�
𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

+ 𝜕2

𝜕𝑥2
�𝐸𝐽 𝜕

2𝑤
𝜕𝑥2

� − 𝑃𝑥 �𝜇
𝑆тр𝑑вн
2𝛿

� 𝜕
2𝑤
𝜕𝑥2

= 0.           (3) 
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Скорость перекачиваемой несжимаемой жидкости может быть учте-
на с помощью уравнения Бернулли для несжимаемой жидкости [13], рас-
смотренного для следующих сечений: в начале участка и на расстоянии x 
от начала рассматриваемого участка 
 

𝑃н
𝜌ж𝑔

+ 𝜐н2

2𝑔
+ 𝑧н = 𝑃𝑥

𝜌ж𝑔
+ 𝜐𝑥2

2𝑔
+ 𝑧𝑥 + 𝑑𝑝

𝑑𝑥
𝑥,                                   (4) 

 

где 𝑃н, 𝑃𝑥 — давление в начале участка и на расстоянии x; υн, υx — скорость 
жидкости в начале участка и на расстоянии x; 𝑧н, 𝑧𝑥 — геодезические от-
метки в начале участка и на расстоянии x; 𝑑𝑝

𝑑𝑥
 — градиент давления. 

Рассматриваемый участок является горизонтальным, поэтому гидро-
статическим напором в этом случае можно пренебречь (𝑧н  = 𝑧𝑥). Согласно 
уравнению неразрывности потока, на участке трубопровода постоянного 
сечения с постоянным расходом средняя скорость потока является посто-
янной величиной. Таким образом, давление в каждой точке x может быть 
определено как 

𝑃𝑥 = 𝑃н −
𝑑𝑝
𝑑𝑥
𝑥.                                                       (5) 

 
Градиент давления для трубопроводов, транспортирующих несжима-

емую жидкость, определяется с помощью уравнения Дарси — Вейсбаха 
 

𝑑𝑝
𝑑𝑥

= 𝜆 1
𝑑вн

𝜐2

2
𝜌ж,                                                     (6) 

 

где λ — коэффициент гидравлического трения, характеризующий режим 
течения жидкости. 

Скорость жидкости характеризует снижение начального давления по 
длине трубопровода, влияние давления можно представить в виде распре-
деленной нагрузки, причем согласно уравнению (6) для несжимаемой жид-
кости распределенная нагрузка будет линейной. 

При подстановке (5) и (6) в (3) получим уравнение для прямолиней-
ного участка трубопровода постоянного диаметра 
 

�𝜌тр𝑆тр + 𝜌ж𝑆ж�
𝜕2𝑤
𝜕𝑡2

+ 𝜕2

𝜕𝑥2
�𝐸𝐽 𝜕

2𝑤
𝜕𝑥2

� − �𝑃н − 𝜆 𝜌ж𝜐
2

2𝑑вн
𝑥� �𝜇 𝑆тр𝑑вн

2𝛿
� 𝜕

2𝑤
𝜕𝑥2

= 0.   (7) 
 

Полученное уравнение (7) учитывает внутреннее давление и ско-
рость перекачиваемой жидкости и в совокупности с граничными условия-
ми представляет собой математическую модель колебаний трубопровода. 

Решение может быть получено с помощью метода Бубнова — Галер-
кина. В качестве граничных условий рассматривается жесткое защемление 
границ трубопровода (неподвижные опоры)  ϑ = w = 0. 

Приближенное решение задается в виде ряда 
 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥) sin(𝑘𝑡 + 𝛽),                                            (8) 
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где 𝑤(𝑥) — функция перемещений в поперечном направлении, зависящая 
только от координаты х; k — круговая частота колебаний; 𝛽 — сдвиг фаз. 

После подстановки (8) в (7), дифференцирования и сокращения  
на sin(𝑘𝑡 + 𝛽) получим характеристическое уравнение 
 
−�𝜌тр𝑆тр + 𝜌ж𝑆ж�𝑤(𝑥)𝑘2 + 𝜕2

𝜕𝑥2
�𝐸𝐽 𝜕

2𝑤(𝑥)
𝜕𝑥2

� �𝑃н − 𝜆 𝜌𝜐
2

2𝑑
𝑥� �𝜇 𝑆тр𝑑вн

2𝛿
� 𝜕

2𝑤(𝑥)
𝜕𝑥2

= 0. (9) 
 

Функция 𝑤(𝑥) может быть представлена в виде ряда 
 

𝑤(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑤𝑖𝑛
𝑖=1 = 𝑎1𝑤1 + 𝑎2𝑤2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑤𝑛.                      (10) 

 
Так как (10) не является точным решением (9), то получим невязку 

решения (отличие от нуля), существенно зависящую от значений неопре-
деленных коэффициентов ai. Базисная функция wi представляет собой си-
стему линейно независимых функций, удовлетворяющую главным гранич-
ным условиям, и имеет вид 

 

𝑤𝑖(𝑥) = sin �𝑖𝜋 𝑥
𝑙
� .                                             (11) 

 

Условие ортогональности невязки решения и линейно независимой 
функции записывается в виде 
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Удерживая различное количество членов в (10), получим систему 
уравнений порядка n относительно неизвестных a1,…an. Данная система 
уравнений имеет ненулевое решение только в том случае, если определи-
тель матрицы этой системы равен нулю. Условие равенства нулю опреде-
лителя является уравнением для определения частот колебаний k. 

Оценка устойчивости решения произведена для следующих парамет-
ров перекачки и характеристик участка трубопровода: 

• начальное давление — 5 МПа; 
• расход жидкости — 300 м3/сут; 
• длина пролета — 10 м; 
• диаметр и толщина стенки — 159 × 8 мм. 
Оценка устойчивости решения по первой собственной частоте коле-

баний показала, что с увеличением количества базисных функций значение 
частоты стремится к предельному значению (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Оценка устойчивости решения 
 

Для получения удовлетворительных результатов в приближенном 
решении (10) достаточно удерживать 3 члена в ряде. 
 

Результаты  
С помощью полученной математической модели возможно оценить 

влияние внутреннего давления и скорости перекачиваемой жидкости на 
частоты свободных колебаний надземных участков трубопроводов. 

Сравнительный анализ частот свободных колебаний производился на 
примере надземного трубопровода протяженностью 1 км, для различных 
значений диаметров и длин пролетов. Частоты определялись для первого и 
последнего участков при различных режимах перекачки жидкости для сле-
дующих вариантов: 
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• вариант 1 — по нормативному документу 6

3; 
• вариант 2 — по разработанной модели с учетом номинального 

давления Р (постоянного вдоль всей длины трубопровода); 
• вариант 3 — по разработанной модели с учетом падения Р. 

Результаты оценки приведены в таблицах 1–4. 
 

Таблица 1 
 

Сравнительный анализ частот свободных колебаний при перекачке  
в ламинарном режиме для первого участка 

 

Характеристика участка 
Значения свободных частот 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 
D × δ — 114 × 7 мм 
Длина пролета — 4,9 м 
Q — 60 м3/сут 

10,5 11,1 11,1 

D × δ — 219 × 7 мм 
Длина пролета  — 9,9 м 
Q — 180 м3/сут 

4,4 4,9 4,9 

D × δ — 426 × 10 мм 
Длина пролета — 17,7 м 
Q — 350 м3/сут 

2,5 2,8 2,8 

 
Таблица 2  

 
Сравнительный анализ частот свободных колебаний при перекачке  

в ламинарном режиме для последнего участка 
 

Характеристика участка Значения свободных частот 
Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 

D × δ — 114 × 7 мм 
Длина пролета — 4,9 м 
Q — 60 м3/сут 

10,5 11,1 10,9 

D × δ — 219 × 7 мм 
Длина пролета — 9,9 м 
Q — 180 м3/сут 

4,4 4,9 4,8 

D × δ — 426 × 10 мм 
Длина пролета — 17,7 м 
Q — 350 м3/сут 

2,5 2,8 2,7 
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Таблица 3 
 

Сравнительный анализ частот свободных колебаний при перекачке  
в турбулентном режиме для первого участка 

 

Характеристика участка 
Значения свободных частот 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 

D × δ — 114 × 7 мм 
Длина пролета — 4,9 м 
Q — 110 м3/сут 

10,5 11,1 11,1 

D × δ — 219 × 7 мм 
Длина пролета — 9,9 м 
Q — 700 м3/сут 

4,4 4,9 4,9 

D × δ — 426 × 10 мм 
Длина пролета — 17,7 м 
Q — 3 000 м3/сут 

2,5 2,8 2,8 

 
 

Таблица 4 
 

Сравнительный анализ частот свободных колебаний при перекачке  
в турбулентном режиме для последнего участка 

 

Характеристика участка 
Значения свободных частот 

Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3 

D × δ — 114 × 7 мм 
Длина пролета  — 4,9 м 
Q — 110 м3/сут 

10,5 11,1 10,5 

D × δ — 219 × 7 мм 
Длина пролета — 9,9 м 
Q — 700 м3/сут 

4,4 4,9 4,6 

D × δ — 426 × 10 мм 
Длина пролета — 17,7 м 
Q — 3 000 м3/сут 

2,5 2,8 2,7 

 
Обсуждение 
Анализ результатов сравнения частот свободных колебаний, опреде-

ленных различными способами, показал, что внутреннее давление повы-
шает частоты на 5–10 % в зависимости от характеристик трубопровода и 
объемов перекачиваемой жидкости. Скорость, влияющая на снижение дав-
ления вдоль длины трубопровода, оказывает наибольшее влияние на по-
следний участок при турбулентном режиме течения (режим, при котором 
наблюдаются наибольшие потери), где отклонение частот от первого 
участка достигает значений 3–7 %. 
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Таким образом, частота свободных колебаний для каждого участка 
должна определяться при конкретных условиях, соответствующих режиму 
перекачки (начальное давление и скорость перекачиваемой жидкости). 

 
Выводы  
Разработана математическая модель определения частоты свободных 

колебаний надземных участков трубопроводов, учитывающая влияние внут-
реннего давления и скорости перекачиваемой жидкости. Получено численное 
решение на основе метода Бубнова — Галеркина, определено достаточное 
количество элементов ряда в приближенном решении. Проведены численные 
эксперименты, показано, что для каждого участка частоты должны опреде-
ляться при конкретных условиях, соответствующих режиму перекачки. 
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