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УДК 622.276 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОДУКТИВНОСТИ ВЕРТИКАЛЬНОЙ  
СКВАЖИНЫ С ТРЕЩИНОЙ КОНЕЧНОЙ ПРОВОДИМОСТИ 

PRIDICTION OF THE PRODUCTIVITY OF HYDRAULIC FRACTURED  
VERTICAL WELL WITH FINITE CONDUCTIVITY FRACTURE 

 
С. А. Фаик  
S. A. Faiq 
 
Тюменский индустриальный университет, г. Тюмень 
 

Ключевые слова: гидроразрыв пласта; продуктивность скважины 
Key words: hydraulic fracturing; well efficiency 

 
Массированный гидроразрыв пласта (ГРП) успешно реализован на Ярайнер-

ском, Повховском, Приобском, Приразломном, Уренгойском месторождениях. 
При этом параметры трещин в несколько раз выше стандартных ГРП. На многих 
месторождениях реализованы ГРП с глубоко проникающими трещинами и закач-
кой проппанта более 200 тонн. Однако на практике достаточно часто встречаются 
случаи, когда прогнозная оценка повышения продуктивности скважины после 
массированного ГРП не соответствует фактическим значениям. Таким образом, 
совершенствование методов прогнозирования продуктивности в вертикальных 
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скважинах после массированного ГРП продолжает оставаться актуальной пробле-
мой для нефтегазовой отрасли.  

Решение для безразмерного давления псевдо-стационарного состояния при ра-
боте скважины с трещиной ГРП в замкнутой системе (в прямоугольном пласте с 
непроницаемыми кровлей, подошвой и боковыми границами) может быть записа-
но в виде [1] 

𝑝𝑝𝐷𝐷 = 2𝜋𝜋𝑡𝑡𝐷𝐷𝐷𝐷 + 1 𝐽𝐽𝐷𝐷 ,     ⁄                                                   (1) 
 

1 𝐽𝐽𝐷𝐷⁄ = 1 2⁄ ln � 4𝐴𝐴
𝑒𝑒𝛾𝛾𝐶𝐶𝐴𝐴𝑟𝑟𝑤́𝑤

2� ,                                                           (2) 
 

где  𝑝𝑝𝐷𝐷  — безразмерное давление, 𝑡𝑡𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑐𝑐𝑡𝑡𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

 — безразмерное время на основе 
площади; 𝐽𝐽𝐷𝐷  — безразмерный коэффициент продуктивности; 𝐴𝐴 — площадь дрени-
рования, м2; 𝛾𝛾 — постоянная Эйлера, 𝛾𝛾 = 0,5772156649; 𝐶𝐶𝐴𝐴  — коэффициент фор-
мы, 𝑟𝑟𝑤́𝑤  — эффективный радиус ствола скважины, м. 

Этот общий вид коэффициента продуктивности применим для скважин с ГРП 
или без ГРП. 

Математическая формулировка задачи о работе нефтяной скважины с верти-
кальной трещиной конечной проводимости в замкнутом прямоугольном пласте 
основана на двухзонной модели удельного сопротивления, показанной на рисунке 1. 

 

 
Рис. 1. Схема трещины конечной проводимости в прямоугольном пласте [2] 

 
Модель псевдо-стационарного притока к трещине ГРП основана на законе Дарси  

𝑞𝑞 = 𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝐴𝐴 �− 𝑘𝑘
𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� ,                                                (3) 

где 𝜉𝜉 — контрольная координата для случая распределенного потока 
 

𝑞𝑞(𝜉𝜉)= 𝑞𝑞(0)𝜔𝜔(𝜉𝜉),                                                    (4) 
где 𝑞𝑞(0) — дебит скважины. 

𝜔𝜔(𝜉𝜉) = �1 − 𝜉𝜉 𝑥𝑥𝑓𝑓⁄ �𝛼𝛼𝑞𝑞 ,                                              (5) 
если мы предполагаем, что  

𝜌𝜌(𝜉𝜉) = − 2𝜋𝜋𝜋𝜋ℎ
𝜇𝜇𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 .                                                (6) 
Удельное сопротивление от уравнений (3) и (4) выглядит следующим образом: 
 

𝜌𝜌(𝜉𝜉) = 𝜔𝜔(𝜉𝜉)
𝐴𝐴

2𝜋𝜋ℎ
𝑘𝑘(𝜉𝜉)
𝑘𝑘

  .                                                      (7) 
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В соответствии с законом Дарси и законом Ома мы предполагаем, что система 
«пласт — трещина» представляет собой электрическую цепь сопротивлений па-
раллельно сопротивлению пласта и сопротивлению трещины. Источником напря-
жения являются границы пласта [2] 

𝜌𝜌𝑟𝑟(𝜉𝜉) = 1 �𝜉𝜉 𝑘𝑘(𝜉𝜉)
𝑘𝑘
� ,�                                                    (8) 

 
𝜌𝜌𝑓𝑓(𝜉𝜉) = 𝜔𝜔(𝜉𝜉)

𝑤𝑤𝑓𝑓
2𝜋𝜋

𝑘𝑘𝑓𝑓 (𝜉𝜉)
𝑘𝑘

 ,                                                     (9) 

 
где 𝑘𝑘𝑓𝑓(𝜉𝜉) — проницаемость трещины; 𝑤𝑤𝑓𝑓(𝜉𝜉) — ширина трещины как функция ко-
ординаты в трещине 𝜉𝜉. 

Суммарная система удельного сопротивления в регионе трещины 𝑟𝑟𝑤́𝑤 ∙ 𝑟𝑟𝑤́𝑤 𝜆𝜆⁄  (или 
радиальная область трещины 𝜉𝜉 ≤ 𝑟𝑟𝑤́𝑤 ) для пласта и трещины, действующих парал-
лельно, равна 

1
𝜌𝜌

= 1
𝜌𝜌�𝑓𝑓

+ 1
𝜌𝜌𝑟𝑟

,                                                     (10) 

 
где 𝜌𝜌𝑟𝑟  — пластовое удельное сопротивление и  𝜌̅𝜌𝑓𝑓  — среднее сопротивление ин-
тегрированы по стволу скважины в некоторой координате трещины 𝜉𝜉.  

 
1
𝐽𝐽𝐷𝐷

= ∫ 𝜌𝜌(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑐𝑐𝜉𝜉
𝜉𝜉0

  ,                                           (11) 
где 𝜌𝜌 — эффективное сопротивление области. 

Мы смогли рассчитать коэффициент продуктивности скважин с трещиной ко-
нечной проводимости с помощью коэффициента продуктивности для бесконечной 
трещины как функции безразмерной проводимости 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 , безразмерной полудлины 
трещины 𝐼𝐼𝑥𝑥  и соотношения сторон участка пласта 𝜆𝜆, потому что на границах пла-
ста поддерживается постоянное давление, для которого не имеет значения прово-
димость трещины, так как движущей силой является перепад давлений между гра-
ницами и трещиной. 

𝐼𝐼𝑥𝑥 =
𝑥𝑥𝑓𝑓
𝑥𝑥𝑒𝑒

, 𝜆𝜆 =
𝑥𝑥𝑒𝑒
𝑦𝑦𝑒𝑒

. 

 
На рисунках 2–5 показан коэффициент продуктивности скважины с трещиной 

ГРП как функция безразмерной проводимости 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 ,  безразмерной полудлины тре-
щины 𝐼𝐼𝑥𝑥  и соотношения сторон участки пласта 𝜆𝜆 . 

 
 

 
 

Рис. 2. Безразмерный коэффициент продуктивности JD как функция безразмерной  
проводимости и соотношения сторон для квадратного участка при λ = 1 
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Рис. 3. Безразмерный коэффициент продуктивности JD как функция безразмерной  
проводимости и соотношения сторон прямоугольного участка пласта при λ = 2 
 

 
 

Рис. 4. Безразмерный коэффициент продуктивности JD как функция безразмерной  
проводимости и соотношения сторон прямоугольного участка пласта при λ = 4 

 

 
 

Рис. 5. Безразмерный коэффициент продуктивности JD как функция безразмерной  
проводимости и соотношения сторон прямоугольного участка пласта при λ = 5 

 
В настоящее время представлено сравнение этой модели для трещины конечной 

проводимости в бесконечном однородном пласте с растворами псевдо-
стационарного состояния [1, 3–9]. Управляющее безразмерное уравнение падения 
давления для бесконечной системы в терминах псевдо-скин функции 𝑓𝑓 [3] имеет вид 

 𝑝𝑝𝐷𝐷 = ½ln � 4
𝑒𝑒𝛾𝛾
𝑡𝑡𝐷𝐷𝑥𝑥𝑓𝑓� + 𝑓𝑓�𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓�.                                                (12) 
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Псевдо-скин функции представлен в работе [10] для равномерного потока и 
бесконечной проводимости трещины  𝑓𝑓 = 1  и 𝑓𝑓 = ln 2 в указанном порядке. 
Псевдо-скин функции 𝑓𝑓 и обратный эффективный радиус ствола скважины 𝑥𝑥𝑓𝑓 𝑟𝑟′𝑤𝑤⁄  
можно вычислить следующим образом: 

𝑓𝑓 = ln�𝜋𝜋 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓⁄ + 2�,                                                       (13) 
𝑥𝑥𝑓𝑓 𝑟𝑟′𝑤𝑤⁄ = 𝜋𝜋 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓⁄ + 2.                                                      (14) 

В работе [11] осуществлен подбор кривой и данных с помощью этого уравне-
ния для псевдо-скин функции  

𝑓𝑓 = 1.65−0.328 ln 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 +0.11�ln 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 �
2

1+0.18 ln 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 +0.06�ln 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 �
2

+0.005�ln 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 �
3 .                 

 

М. Экономидес [11] отметил, что это простое приближение кривых, их числен-
ных результатов справедливо только для 0,1 < 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 < 1 000. М. Ф. Райли и др. [9] 
разработали точное аналитическое решение для эллиптических трещин с конечной 
проводимостью в бесконечном пласте. Формула Райли [9] для эквивалентного ра-
диуса ствола скважины (псевдо-стационарное состояние) для эллиптических тре-
щин как функции проводимости на основе бесконечной суммы равна  

𝑟𝑟′𝑤𝑤 𝑥𝑥𝑓𝑓⁄ = ½𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−Ω �1+𝐹𝐹𝐹𝐹
𝐹𝐹𝐹𝐹

��,                                        (15) 

где                                             Ω(𝑥𝑥) = − 1
𝑥𝑥

+ ∑ 𝑥𝑥
𝑘𝑘(𝑥𝑥+𝑘𝑘)

∞
𝑘𝑘=1  .   

 

Эллиптическая безразмерная проводимость 𝐹𝐹𝐹𝐹 определяется М. Ф. Райли [9] 
как 

𝐹𝐹𝐹𝐹 =
𝑘𝑘𝑓𝑓𝑏𝑏𝑓𝑓
𝑘𝑘𝑥𝑥𝑓𝑓

 ,   

где 𝑏𝑏𝑓𝑓 = 𝑤𝑤𝑓𝑓(0) — максимальная ширина эллипсоидальной трещины в стволе 
скважины. 

Хотя приведенное решение точное, оно неприменимо для замкнутых прямо-
угольных систем. Отличное приближение к точному эллиптическому решению [9] 
для конечной проводимости трещин в бесконечных пластах выглядит следующим 
образом: 

𝑥𝑥𝑓𝑓 𝑟𝑟′𝑤𝑤⁄ ≅ 2𝑒𝑒𝛾𝛾

𝐹𝐹𝐹𝐹
+ 2,                                                (16) 

  
𝑓𝑓 = ln �2𝑒𝑒𝛾𝛾

𝐹𝐹𝐹𝐹
+ 2� ,                                              (17) 

 

где максимальная погрешность для эффективного радиуса ствола скважины со-
ставляет менее 2,4 % (то есть ошибка 2,4 % при FE ≅ 1,5).  
 

𝑥𝑥𝑓𝑓 𝑟𝑟′𝑤𝑤⁄ = 𝜋𝜋𝑒𝑒𝛾𝛾 2⁄
𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓������ + 2 = 𝜋𝜋

�𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 �𝑒𝑒
+ 2 .                                   (18) 

  

Эквивалентная проводимость �𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 �𝑒𝑒в уравнении (18) для эллиптической трещи-
ны примерно на 12 % больше, чем средняя проводимость трещины (то есть, 
�𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 �𝑒𝑒 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓������ = 2 𝑒𝑒𝛾𝛾⁄ ≅ 1,12. Это неудивительно, поскольку скорость потока в трещи-
не возрастает по мере приближения к стволу скважины. 

Рисунок 6 показывает эффективный безразмерный радиус ствола скважины в 
функции проводимости трещины. Сравнение нашего аналитического решения (с 
учетом постоянного потока трещины, то есть 𝜅𝜅(1) = 2) с работами [1, 3–7, 9, 11]  
иллюстрирует прекрасное соглашение. На рисунке 6 также показано, что наше 
решение постоянной проводимости более тесно связано с результатами Баркера 
[7] и Экономидеса [11], а эллипсоидальная форма нашего решения лучше соответ-
ствует результатам Синко-Лей [3–6] и Райли [9]. 
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Рис. 6. Безразмерный эффективный радиус ствола скважины  
для конечной проводимости трещины 

 

 
 

Рис. 7. Псевдо-скин функция от безразмерной проводимости 
 

Рисунок 7 показывает безразмерный псевдо-скин для постоянной проводимо-
сти и эллипсоидальную формулировку в функции безразмерной проводимости 
трещины в сравнении с работами [1, 6, 7, 9, 11].  

В работах [3–6, 12–14] показано, что эффективный радиус ствола скважины не 
зависит от длины трещины для низкой проводимости трещин (то есть, для 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 <
0,1, 𝑟𝑟′𝑤𝑤 𝑥𝑥𝑓𝑓⁄ ∝ 𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓  ). Анализ Синко-Лей основывается на работе Маскета и показы-
вает, что эффективный радиус ствола скважины с низкой проводимостью трещины 
ГРП (эллипсоидальной формы) был задан формулой  

𝑟𝑟′𝑤𝑤 = 0,2807 𝑘𝑘𝑓𝑓𝑏𝑏𝑓𝑓
𝑘𝑘

  .                                                   (19) 
Азари [14] показал аналогичный результат, но с константой 0,18 вместо 0,2807 

(то есть, 𝑟𝑟′𝑤𝑤 = 0.18 𝑘𝑘𝑓𝑓𝑏𝑏𝑓𝑓 𝑘𝑘⁄ ). Эти же результаты можно получить из уравнения  для 
трещин с низкой проводимостью, как указано,  

𝑟𝑟′𝑤𝑤 ≅ 1
𝑒𝑒𝛾𝛾
�𝑘𝑘𝑓𝑓𝑏𝑏𝑓𝑓

𝑘𝑘
� ≅ 0,2807 𝑘𝑘𝑓𝑓𝑏𝑏𝑓𝑓

𝑘𝑘
              (для 𝐹𝐹𝐹𝐹 ≪ 𝑒𝑒𝛾𝛾).                      (20) 

Соответствующее решение для постоянной низкой проводимости трещины  

𝑟𝑟′𝑤𝑤 ≅
1
𝜋𝜋
�
𝑘𝑘𝑓𝑓𝑤𝑤𝑓𝑓
𝑘𝑘

� ≅ 0,3183
𝑘𝑘𝑓𝑓𝑤𝑤𝑓𝑓
𝑘𝑘

              �для  𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓 ≪ 𝜋𝜋 2⁄ �.        

Вышеприведенные решения для эффективного радиуса ствола скважины явля-
ются академическими, так как для указанных выше уравнений также присуще, что 
радиус ствола скважины предполагается значительно меньшим, чем эффективный 
радиус ствола (то есть, 𝑟𝑟𝑤𝑤 ≪ 𝑤𝑤𝑓𝑓 �

𝑘𝑘𝑓𝑓
𝑘𝑘
− 1� 𝜋𝜋�  ), общий эффективный радиус ствола 

скважины для равномерной проводимости трещины в бесконечном пласте имеет вид 
 

𝑟𝑟′𝑤𝑤 𝑥𝑥𝑓𝑓⁄ = � 𝜋𝜋
𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓

𝑟𝑟𝑤𝑤
𝑥𝑥𝑓𝑓

+ 1� � 𝜋𝜋
𝐶𝐶𝑓𝑓𝑓𝑓

+ 2�� .                                      (21) 
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Рисунок 8 показывает общий вид уравнения (21) для ряда отношений 𝑟𝑟𝑤𝑤 𝑥𝑥𝑓𝑓⁄  
в функции безразмерной проводимости. Как показано, эффективный радиус ствола 
скважины асимптотически приближается к радиусу ствола скважины, когда про-
водимость трещины приближается к нулю. 

 
 

 
 
 

Рис. 8. Безразмерный эффективный радиус ствола скважины для различного радиуса 
скважины по отношению к полудлине трещины и безразмерной проводимости 

 
Выводы 
• Разработана модель для оценки продуктивности скважин с трещиной ко-

нечной проводимости в прямоугольном пласте. 
•  Определены эффективный радиус скважин и псевдо-скин функции после 

ГРП, с трещиной конечной проводимости. 
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