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ПЕРВАЯ ПРОЕКЦИЯ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

FIRST PROJECTION OF THE EQUATION OF MOTION IN THE CYLINDRICAL
COORDINATE SYSTEM
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Модель сжимаемой сплошной среды, основанная на численном решении полной
системы уравнений Навье — Стокса, используется для описания сложных нестацио-
нарных трехмерных течений вязкого, сжимаемого, теплопроводного газа [1–9]. Эта
модель адекватно описывает физические процессы течений газа в восходящих закру-
ченных потоках как при холодном продуве [4–7], так и при локальном нагреве [8, 9]
под действием сил тяжести и Кориолиса. Полная система уравнений Навье — Стокса,
записанная в безразмерных переменных, с учетом действия силы тяжести и Кориолиса
в векторной форме имеет вид [2]

(1)

В системе (1): t — время; , ,x y z — декартовы координаты;  — плотность газа;

0 и 0 — постоянные значения безразмерных коэффициентов вязкости и теплопро-

водности;  , ,V u v w


— вектор скорости газа с проекциями на соответствующие де-

картовы оси; T — температура газа;  0,0,g g 
 — вектор ускорения силы тяжести;

1, 4  — показатель политропы для воздуха;  2 , ,V av bw au bu    
 

— вектор

ускорения силы Кориолиса, 2 sin , 2 cos , ;a b      





— вектор угловой
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скорости вращения Земли;  — широта точки O — начала декартовой системы ко-
ординат Oxyz , вращающейся вместе с Землей.

В работах [8, 9] показано, что возникающие течения газа обладают осевой симмет-
рией. Поэтому для численного решения полной системы уравнений Навье — Стокса
при описании сложных течений газа при нагреве вертикальной области целесообразно
использовать цилиндрическую систему координат. В данной работе описывается пре-
образование первой проекции векторного уравнения движения системы (1) с целью ее
записи в цилиндрической системе координат.

Первая проекция уравнения движения в декартовой системе координат имеет вид

01 3 3 1 1 .
4 4 4 4t x y z x x xx yy zz xy xz

Tu uu vu wu T av bw u u u v w
  

             
 

(2)

В книге [10] в качестве компонент вектора скорости газа в цилиндрической системе
координат , ,r z вместо ,u v введены соответственно  — радиальная и  — окруж-
ная компоненты по формулам

cos sin ; sin cos .u v           (3)

Частные производные первого порядка по пространственным переменным преобра-
зовываются следующим образом:

sincos
x r r




  
 

  
; cossin

y r r



  
 

  
.                             (4)

Поскольку независимая переменная z при переходе к цилиндрическим координа-
там не меняется, то и производные по этой переменной также не меняются.

Частные производные второго порядка по пространственным переменным преобра-
зуются по формулам:

2 2
2

2 2

sin sincos cos cos
x r r r r r

   
 

       
             

2 2 2 2

2 2 2

2sin cos sin sin 2sin cos ;
r r r r r r
     

  
   

   
    

(5)

2 2
2

2 2

cos cossin sin sin
y r r r r r

   
 

       
             

2 2 2 2

2 2 2

2sin cos cos cos 2sin cos ;
r r r r r r
     

  
   

   
    

(6)

2 sin coscos sin
x y r r r r

  
 

      
            

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos sin sin cos sin cos sin cossin cos ;
r r r r r r r

        
  

      
    

     
(7)

2 2 2sin sincos cos
x z r r z r z r z

  
 

      
             

.                        (8)
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С учетом соотношений (3)–(8) после приведения подобных и использования фор-
мул тригонометрии уравнение (2) в цилиндрической системе координат будет иметь
вид

sin coscos sin cos sint t r r r r 
              

2 cos sin sin 1 sincos sin cos cosz z r r
Tw w T T

r r r r  
           

 
              
   

0 1 sinsin cos cos
4rr ra a bw

r 
    

     


2 2 2

3 cos cos 7 sin cos 3 sin
4 4 4r rrr r r r 

            

2 2 2

1 cos sin 3 sin 7 cos 3 sin
4 4 4 4r rr r r r r  

             

3 3 1 1 sincos sin cos
4 4 4 4zz zz rz zw w

r 
       


.                               (9)

Таким образом, в данной работе проведены преобразования первой проекции уравне-
ния движения полной системы уравнений Навье — Стокса. В результате выполненных
преобразований эта проекция переписана в цилиндрической системе координат, исполь-
зование которой более целесообразно для описания сложных течений газа с осевой сим-
метрией.

Исследования поддержаны Министерством образования и науки РФ (проект
№ 3023).
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