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Первое уравнение позволяет определить рабочую точку насоса: напор H и подачу
Q. Подставив найденное значение H во второе равенство, получим необходимую от-
крытость первого трубопровода.

Выводы
1. Для экономичной работы насоса необходимо так отрегулировать потоки в трубо-

проводах, чтобы требуемые объемы заполнились одновременно.
2. При этом, по крайней мере, один трубопровод должен быть полностью открыт.
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УДК 621.833.2(31)
ОПРЕДЕЛЕНИЕ МГНОВЕННОГО ПЕРЕДАТОЧНОГО ОТНОШЕНИЯ

В ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧАХ
DETERMINATION OF THE INSTANTANEOUS GEAR TRANSMISSION

RATIO IN SPATIAL GEARS

В. Н. Сызранцев
V. N. Syzrantsev

Тюменский индустриальный  университет, г. Тюмень

Ключевые слова: зубчатые передачи; функция передаточного отношения
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В теории зубчатых зацеплений [1, 2, 3] определение мгновенного передаточного
отношения зубчатой передачи является результатом решения обратной задачи, форму-
лируемой следующим образом: задана схема зубчатого механизма и известны поверх-
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ности зубьев обеих подвижных звеньев, требуется определить закон движения в виде
функции, связывающей движение подвижных звеньев. Эта же задача является основой
различных математических моделей [1, 2, 3] синтеза геометрии пространственных зуб-
чатых передач.

Рассмотрим пространственную зубчатую передачу, звенья которой шестерня (1) и
колесо (2) вращаются вокруг неподвижных, в общем случае скрещивающихся осей. С
шестерней и колесом жестко свяжем системы координат 1 1 1 1( , , )S x y z и 2 2 2 2( , , )S x y z .
Наиболее часто активные поверхности зубьев шестерни 1F и зубьев колеса 2F в ре-
зультате формообразования представляют собой однопараметрические огибающие,
соответственно, семейств производящих поверхностей 1P и 2P . В этом случае радиу-

сы-векторы ( )i
ir , 1,2i и орты нормали ( )i

im , 1,2i поверхностей iF , 1,2i в систе-

мах координат ( , , )i i i iS x y z — верхний индекс у ( )i
ir и ( )i

im , описываются следую-
щим образом [1, 2]:

(1) (1)
1 1 1 1 1( , , );r r u   (2) (2)

2 2 2 2 2( , , );r r u  
(1) (1)
1 1 1 1 1( , , );m m u   (2) (2)

2 2 2 2 2( , , );m m u   (1)

1 1 1 1( , , ) 0;f u    2 2 2 2( , , ) 0f u    .

Здесь 1 1,u  , 2 2,u  — независимые параметры производящих поверхностей 1P и 2P
при нарезании зубьев шестерни и колеса; 1 и 2 — углы поворота шестерни и колеса
в станочном зацеплении; последними в выражениях (1) записаны уравнения зацепле-
ния при формообразовании зубьев шестерни и зубьев колеса.

В дальнейшем нам потребуется матричное представление зависимостей (1), имею-
щее вид

(1) (1)
1 1 1 1 1( , , );r r u    (2) (2)

2 2 2 2 2( , , );r r u   
(1) (1)
1 1 1 1 1( , , );m m u    (2) (2)

2 2 2 2 2( , , );m m u    (2)

1 1 1 1( , , ) 0;f u    2 2 2 2( , , ) 0f u    ,

где ( ) ( , , )i
i i i iz u   ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ; ; ;1i i i i

i i i i i i ir u x y z   — матрицы-столбцы, составленные из

проекций ( ) ( , , );i
i i i ix u   ( ) ( , , );i

i i i iy u   радиусов-векторов ( )i
ir на оси систем коорди-

нат ( , , )i i i iS x y z ;
( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ; ; ;0i i i i
i i i i xi yi zim u m m m   — матрицы-столбцы, составленные из проекций
( ) ( , , );i
xi i i im u   ( ) ( , , )i

yi i i im u   и ( ) ( , , )i
zi i i im u   радиусов-векторов ( )i

im на оси систем

координат ( , , )i i i iS x y z .

Сообщим шестерне исследуемой зубчатой передачи поворот вокруг оси 1z на угол

1 . Вследствие этого поворота, колесо повернется на угол 2 , величину которого
определим из условия касания поверхностей 1F и 2F . В точке касания поверхностей

1F и 2F проекции координат радиусов-векторов ( )i
ir и ( )i

im совпадают, в результате
имеем следующую систему уравнений:

(1) ( 2 )
1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , )r u A r u        ;

(1) ( 2 )
1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , )m u A m u        ; (3)

1 1 1 1( , , ) 0;f u    2 2 2 2( , , ) 0f u    ,

где 12 1 2( , )A   — матрица четвертого порядка [1]
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11 12 13 14

21 22 23 24
12 1 2

31 32 33 34

( , )

0 0 0 1

d d d d
d d d d

A
d d d d

   , (4)

описывающая переход из системы координат 2 2 2 2( , , )S x y z в систему координат

1 1 1 1( , , )S x y z .
Раскрывая матричные выражения (3) с учетом (4), имеем следующую систему из

восьми, в общем случае трансцендентных, уравнений:

(1) (2) (2)
1 1 1 1 11 1 2 2 2 2 2 12 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )x u d x u d y u             

(2)
13 1 2 2 2 2 2 14 1 2( , ) ( , , ) ( , )d z u d        ;

(1) (2) (2)
1 1 1 1 21 1 2 2 2 2 2 22 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )y u d x u d y u             

(2)
23 1 2 2 2 2 2 24 1 2( , ) ( , , ) ( , )d z u d        ;

(1) (2) (2)
1 1 1 1 31 1 2 2 2 2 2 32 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )z u d x u d y u             

(2)
33 1 2 2 2 2 2 34 1 2( , ) ( , , ) ( , )d z u d        ;                           (5)

(1) (2) (2)
1 1 1 1 11 1 2 2 2 2 2 12 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )x x ym u d m u d m u             

(2)
13 1 2 2 2 2 2( , ) ( , , )zd m u     ;

(1) (2) (2)
1 1 1 1 21 1 2 2 2 2 2 22 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )y x ym u d m u d m u             

(2)
23 1 2 2 2 2 2( , ) ( , , )zd m u     ;

(1) (2) (2)
1 1 1 1 31 1 2 2 2 2 2 32 1 2 2 2 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )z x ym u d m u d m u             

(2)
33 1 2 2 2 2 2( , ) ( , , )zd m u     ;

1 1 1 1( , , ) 0;f u    2 2 2 2( , , ) 0f u    .

В этой системе независимыми являются лишь семь уравнений, поскольку
2 2 2( ) ( ) ( )( , , ) ( , , ) ( , , ) 1i i i

xi i i i yi i i i zi i i im u m u m u                  , 1,2i  .      (6)

При фиксированном угле поворота шестерни *
1 1 const   система (5) содер-

жит семь независимых уравнений с семью неизвестными 1u , 1 , 1 , 2u , 2 , 2 , 2 .
В результате решения (любым численным способом) этой системы определяются зна-
чения параметров *

1u , *
1 , *

1 , *
2u , *

2 , *
2 , *

2 , знание которых позволяет рассчитать

в системах координат 1 1 1 1( , , )S x y z и 2 2 2 2( , , )S x y z проекции координат радиусов-

векторов поверхностей 1F и 2F в точке их касания и проекции ортов нормалей к этим
поверхностям в этой точке:

* (1) * * *
1 1 1 1 1( , , )x x u   , * (1) * * *

1 1 1 1 1( , , )y y u   , * (1) * * *
1 1 1 1 1( , , )z z u   ,

* (2) * * *
2 2 2 2 2( , , )x x u   , * (2) * * *

2 2 2 2 2( , , )y y u   , * (2) * * *
2 2 2 2 2( , , )z z u   ,           (7)

* (1) * * *
1 1 1 1 1( , , )x xm m u   , * (1) * * *

1 1 1 1 1( , , )y ym m u   , * (1) * * *
1 1 1 1 1( , , )z zm m u   ,

* (2) * * *
2 2 2 2 2( , , )x xm m u   , * (2) * * *

2 2 2 2 2( , , )y ym m u   , * (2) * * *
2 2 2 2 2( , , )z zm m u   .

В зубчатых передачах с приближенным зацеплением (несопряженных) [2] при вра-
щении шестерни с постоянной скоростью колесо на периоде работы одной пары зубьев
будет вращаться неравномерно [3]. Если 1 — угол поворота шестерни, а 2 — угол

поворота колеса, то мгновенное передаточное отношение передачи ( 12i ) равно [2]:
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2
12

1

di
d



 . (8)

Поскольку для несопряженных передач аналитическое описание функции

2 2 1( )   отсутствует, непосредственно воспользоваться формулой (8) для опреде-

ления 12i не представляется возможным. Полученное выше численными методами
решение (7) обратной задачи теории зацепления [1] позволяет рассчитать 12i по при-

ближенной зависимости, используя значения *
1 и *

2 соответствующие j -ой и 1j 
точкам активной действующей линии

*( 1) *( ) *( 1) *( )
12 1 1 2 2( ) / ( )i i i ii        . (9)

Другой подход приближенного определения величины 12i предложен в работе [3].

В ней функция 2 2 1( )   представлена в виде ряда, конкретные значения членов

которого описывают закон движения 2 2 1( )   зависимостью, близкую к квадра-
тичной.

Имея после решения системы уравнений (5) для точки контакта (касания) поверх-
ностей 1F и 2F результаты (7), получим аналитическое выражение для расчета вели-

чины 12i . Воспользуемся обобщением теоремы Виллиса для случая непараллельных и
непересекающихся осей вращения колес [4]. В этом случае контакт-нормаль пересека-
ет две параллельные плоскости, проходящие через ось вращения шестерни и ось вра-
щения колеса в точках, радиусы вращения которых обратно пропорциональны угло-
вым скоростям. В результате основой для определения  является зависимость следую-
щего вида:

12 2 1/n ni r r ,                                                    (10)

где 1nr , 2nr — радиусы-аналоги основных радиусов в зацеплении со скрещивающими-
ся осями шестерни и колеса.

Обратимся к рисунку, где обозначено: 1 2,O O — начала отсчета систем координат

1S и 2S , орты осей 1z и 2z которых 1k и 2k определяют направления векторов 1a и

2a ; текущие радиусы 1r и 2r задают, каждый в своей системе координат, точку кон-

такта M ; векторы i i iq q m  , 1,2i  определяют расстояние от точки M вдоль

контакт-нормали до точек ее пересечения с параллельными плоскостями 1П , 2П ,

проведенными через оси вращения 2z , 1z колеса и шестерни перпендикулярно крат-

чайшему расстоянию 1 2В В между ними; 1с , 2с — орты межосевого перпендикуляра

1 2В В ; 1e , 2e — орты перпендикуляров к осям 1z и 2z , расположенные в плоскостях

1П и 2П ; — угол скрещивания осей 1z и 2z .
Воспользовавшись построениями (см. рисунок), найдем

1 1 2c k k  ; 2 2 1c k k  ; 1 2 1 cose k k    ; 2 1 2 cose k k    .      (11)
Запишем два очевидных векторных равенства

1 1 1 1nr q a r   ; 2 2 2 2nr q a r   .

Умножая их скалярно, соответственно, один раз на iс , а затем на ie ( 1,2i  ), опре-
делим

i i
i

i i

c rq
c m


 


; ni i i i i ir e r e m q     ; 1,2i  .                       (12)
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Рисунок. Расчетная схема пространственной зубчатой передачи

Объединяя эти зависимости, для расчета nir получим следующее выражение:

i i
ni i i i i

i i

с r
r e r e m

c m


    


.                                                (13)

При использовании формулы (13) необходимо вычислить в системе координат iS ,

1,2i  скаляр nir и по выражению (10) рассчитать величину мгновенного передаточно-

го отношения 12i .
Для зубчатых передач с пространственным зацеплением зубьев, раскрывая форму-

лу (10) с учетом выражений (13) и построений (см. рисунок), получим конечные анали-
тические зависимости для расчета 12i .

Определим проекции векторов 1r , 2r , 1m , 2m , 1k , 2k в системах координат 1S , 2S
(соответственно верхний индекс 1 или 2) с учетом зависимостей (7), представив векто-
ры в виде матриц-столбцов:

*
1
*

1 1
1 *

1

;
;
;

1;

x
y

r
z

 ;

*
2
*

2 2
2 *

2

;
;
;

1;

x
y

r
z

 ;

*
1

*
1 1
1 *

1

;
;
;

0;

x

y

z

m
m

m
m

 ;

*
2

*
2 2
2 *

2

;
;
;

0;

x

y

z

m
m

m
m

 ; 1
1

0;
0;
1;
0;

k  ; 2
2

0;
0;
1;
0;

k  . (14)
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Для перехода из системы координат 2S в систему координат 1S воспользуемся

матрицей четвертого порядка [1] 12A , а для перехода из системы координат 1S в сис-

тему координат 2S обратной матрицей 1
21 12A A  , имеющих вид

11 12 13 14

21 22 23 24
12

31 32 33 34

; ; ; ;
; ; ; ;
; ; ; ;

0; 0; 0; 1;

a a a a
a a a a

A
a a a a

 ;

11 12 13 14

21 22 23 24
21

31 32 33 34

; ; ; ;
; ; ; ;
; ; ; ;

0; 0; 0; 1;

b b b b
b b b b

A
b b b b

 . (15)

Известно [1], что для 1,3i  и 1,3j  элементы i ja матрицы 12A связаны с эле-

ментами i jb матрицы 21A соотношениями:

i j j ia b .                                                         (16)

Определим проекции вектора 2k в системе координат 1S на основе матричного
выражения:

1 2
2 12 2 13 23 33; ; ; 0;k A k a a a    ,

после чего, воспользовавшись формулами (11), найдем проекции в этой же системе
векторов 1

1c и 1
1e :

1
1 23 13; ; 0; 0;c a a  ; 1

1 13 23 33; ; cos ; 0;e a a a   .       (17)

Раскрывая, далее, скалярные произведения векторов 1 1
1 1e r ; 1 1

1 1e m ; 1 1
1 1c r и 1 1

1 1c m
, получим

1 1 * * *
1 1 1 13 1 23 1 33( cos )e r x a y a z a          ;

1 1 * * *
1 1 1 13 1 23 1 33( cos )x y ze m m a m a m a          ;                       (18)

1 1 * *
1 1 1 23 1 13с r x a y a       ; 1 1 * *

1 1 1 23 1 13x yс m m a m a       .

Подставляя эти выражения в формулу (13), определим величину 1nr :

* * *
1 1 13 1 23 1 33( cos )nr x a y a z a        

 * * * * *
1 13 1 23 1 33 1 23 1 13

* *
1 23 1 13

( cos )x y z

x y

m a m a m a x a y a
m a m a

            
  

. (19)

Аналогичным образом установим зависимость для 2nr , при получении которой все

вектора должны быть записаны в системе координат 2S .

Проекции вектора 1k в этой системе определим с помощью матрицы (15) и учета
связи (16):

2 1
1 21 2 31 32 33; ; ; 0;k A k a a a    .                                   (20)

Используя зависимости (11), найдем проекции векторов 2
2c и 2

2e :

2
2 32 31; ; 0; 0;c a a  ; 2

2 31 32 33; ; cos ; 0;e a a a   (21)

и определим скалярные произведения векторов 2 2
2 2e r ; 2 2

2 2e m ; 2 2
2 2c r и 2 2

2 2c m :

2 2 * * *
2 2 2 31 2 32 2 33( cos )e r x a y a z a          ;

2 2 * * *
2 2 2 31 2 32 2 33( cos )x y ze m m a m a m a          ; (23)

2 2 * *
2 2 2 32 2 31с r x a y a       ; 2 2 * *

2 2 2 32 2 31x yс m m a m a       .
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Входя с найденными выражениями в формулу (13), определим величину 2nr :

* * *
2 2 31 2 32 2 33( cos )nr x a y a z a        

 * * * * *
2 31 2 32 2 33 2 32 2 31

* *
2 32 2 31

( cos )x y z

x y

m a m a m a x a y a
m a m a

            
  

.          (24)

Для получения зависимости по расчету мгновенного передаточного отношения 12i
необходимо в формулу (10) подставить выражения (19) и (24), при этом учтем, что
элемент 33a матрицы перехода 12A , определенный на основе построений (см. рису-
нок), всегда равен 33 cosa   . В результате, опуская преобразования, окончательную

формулу для расчета 12i представим в виде

 
 

2 2 2 2 1
12

1 1 1 1 2

A D B C D
i

A D B C D
   


   

, (25)

где введены обозначения:
* *

1 1 13 1 23A x a y a    ; * *
2 2 31 2 32A x a y a    ;

* *
1 1 13 1 23x yB m a m a    ; * *

2 2 31 2 32x yB m a m a    ;
* *

1 1 23 1 13C x a y a    ; * *
2 2 32 2 31C x a y a    ;

* *
1 1 23 1 13x yD m a m a    ; * *

2 2 32 2 31x yD m a m a    .
Полученная зависимость (25) для зубчатых передач с пространственным зацепле-

нием зубьев позволяет после решения обратной задачи для любой фиксированной фа-
зы зацепления рассчитать мгновенное передаточное отношение в исследуемой переда-
че и оценить величину ее несопряженности с целью определения возможности ком-
пенсации отклонения передаточной функции за счет упругих деформаций зубьев под
нагрузкой. Формула (25) справедлива для любых пространственных передач и может
быть использована при решении задач анализа и синтеза различных вариантов цилинд-
рических передач с арочными зубьями [5], конических и гипоидных передач [2], плос-
коконических передач с малым межосевым углом [6] и других.

Основные результаты работы
 Для зубчатых передач с пространственным зацеплением, формообразование по-

верхностей зубьев которых осуществляется  в процессе однопараметрического огиба-
ния, рассмотрена методология решения обратной задачи зацепления.

 Получена конечная зависимость для точного расчета после решения обратной
задачи зацепления пространственных передач с точечным касанием поверхностей
зубьев величины мгновенного передаточного отношения. При решении задач синтеза
геометрии пространственных передач данная зависимость целевую функцию матема-
тической модели синтеза позволяет строить не на основе приближенных оценок функ-
ции положения, а использовать результаты расчета по аналитическим выражениям.
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УДК 621.316
АЛГОРИТМЫ И МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ АВТОМАТИЧЕСКОГО

ИЗМЕНЕНИЯ УСТАВОК РПН В РЕЖИМЕ ONLINE
ALGORITHMS AND MATHEMATICAL MODELS FOR AUTOMATIC CHANGING

OF SETTINGS OF REGULATION UNDER LOAD IN THE ONLINE MODE

Д. Н. Нурбосынов, Т. В. Табачникова, А. В. Шарыгин
D. N. Nurbosynov, T. V. Tabachnikova, A. V. Sharygin

Альметьевский государственный нефтяной институт, г. Альметьевск

Ключевые слова: регулирование напряжения под нагрузкой; автоматическая стабилизация уровня
напряжения; зона нечувствительности

Key words: voltage regulating under load; automatic stabilization of voltage level; dead zone

Задача управления энергетическими параметрами на всех уровнях систем электроснаб-
жения, являясь многофакторной, всегда остается достаточно сложной и весьма актуальной.
Несмотря на быстрое развитие микропроцессорных систем автоматического управления
режимными параметрами распределительных электрических сетей, их потенциальные воз-
можности не до конца используются энергетическими службами предприятий.

Комплексная оценка систем контроля и управления распределительных электриче-
ских сетей показывает, что параметрическая информация с отдельных систем не ин-
тегрирована в единую структуру, которая позволила бы вести непрерывный контроль,
анализ и управление режимами работы всех элементов электрических сетей различных
уровней напряжения с целью минимизации потерь электроэнергии в них. Проекты на
базе концепции Smart Grid являются единственно верным решением задачи интеграции
информационной и электрической инфраструктур для комплексного управления всей
энергетической системой.

Объектом исследования в данной статье являются основные технические устройст-
ва, используемые для автоматического поддержания требуемых режимов напряжения
и соотношений реактивной и активной мощностей в распределительной электрической
сети. Такими устройствами являются: РПН силового трансформатора, индивидуаль-
ные, узловые и централизованные компенсирующие установки c дискретно изменяю-
щимися параметрами и синхронные двигатели, находящиеся в технологическом про-
цессе, с плавно изменяющимися параметрами [1].

Авторами исследованы рабочие режимы силовых трансформаторов с РПН, с целью
разработки алгоритма и математической модели автоматического изменения в режиме
online уставок микропроцессорной системы управления электроприводом РПН. Рас-
сматривались две системы устройства РПН: встроенная в бак первичной обмотки (ме-
ханическая) и вынесенная за его пределы (тиристорная).

Автоматическое регулирование уровня напряжения и управление потоками реак-
тивной мощности в распределительной электрической сети с использованием совре-
менных технических средств позволит снизить потери в ней и повысить качество элек-
троэнергии.
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