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УДК 622.279:681.5
НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАКОНЫ ФИЛЬТРАЦИИ ОДНОКОМПОНЕНТНЫХ ФЛЮИДОВ

ПРИ БОЛЬШИХ СКОРОСТЯХ ПОТОКОВ
NONLINEAR FILTRATION LAWS OF ONE-COMPONENT FLUIDS

AT HIGH FLOW RATES

В. А. Толпаев, К. С. Ахмедов, С. А. Гоголева
V. A. Tolpaev, K. S. Akhmedov, S. A. Gogoleva

ОАО «СевКавНИПИгаз», г. Ставрополь
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вязкость; проницаемость; эффективная проницаемость; число Рейнольдса; аппроксимация

Key words: Darcy law; Forchheimer law; Barry Conway law; pressure; dynamic viscosity;
Permeability; effective permeability; Reynolds number; approximation

Впервые систематические экспериментальные исследования закономерностей фильтра-
ции однокомпонентных жидкостей в пористых средах проводил в середине XIX века фран-
цузский инженер-гидравлик Анри Филибер Гаспар Дарси. Результатом этих исследований
является уравнение, связывающее скорость фильтрации v с градиентом давления p , назы-
ваемое законом Дарси и которое в современных обозначениях для случая фильтрации газа,
когда силами тяжести по сравнению с поверхностными силами давления пренебрегают,
записывается в виде [1]

, (1)

где — коэффициент динамической вязкости газа, а k — проницаемость пористой среды.
В случае фильтрации весомой жидкости (воды, нефти) в уравнении (1) вместо гидроди-

намического давления p следует записывать приведенное давление P p g z C     [1].
В этой сумме g z   представляет потенциал массовой силы тяжести, действующей на
флюид со стороны Земли, z — аппликата точки наблюдения, отсчитываемая вдоль направ-
ленной вверх вертикальной оси, а p — плотность флюида и g — ускорение свободного
падения. Третье слагаемое C — произвольная аддитивная постоянная, значение которой
определяется назначением величины приведенного давления на нивелировочной плоскости,
то есть плоскости отсчета, 0z  .

Ниже для конкретности будем подразумевать случай фильтрации газа, и в уравнениях
применять только гидродинамическое давление p .

Более поздние и более точные экспериментальные исследования показали, что закон
Дарси не универсален и имеет свои границы применимости, которые устанавливаются по
значению безразмерного фильтрационного числа Рейнольдса, определяемого формулой [1]
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Re v k


 
 .                                                            (2)

В законе (1) коэффициент проницаемости k характеризует пропускную способность

пористой среды при достаточно малых значениях числа Рейнольдса Re v k


 
 , не пре-

вышающих некоторого критического значения крRe . Для уменьшения погрешностей зако-
на Дарси при больших скоростях фильтрации введем в (1) безразмерный поправочный
множитель  Ref , с помощью которого закон фильтрации газа для больших скоростей
представим в виде

 Re
эфф

v vgrad p f
k k
  

   
 

.                                               (3)

В уравнении (3) с целью экспериментального определения поправочного множителя
 Ref применяются, следуя Р. Д. Барри и М. В. Конвей [2, 3], понятия эффективной прони-

цаемости эффk и проницаемости k Дарси. Проницаемостью k Дарси выбранного образца
пористой среды называется измеренное опытным путем значение проницаемости на режиме
фильтрации с некоторым малым зафиксированным числом Рейнольдса

0
0

кр

Re Rev k


 
  . Эффективной проницаемостью эффk этого же образца пористой

среды называется измеренное опытным путем значение проницаемости на режиме фильтра-

ции с другим числом Рейнольдса крRe Rev k


 
  . Если провести серию опытов, и в

каждом рассчитать отношение проницаемости Дарси k к эффективной проницаемости эффk
исследуемого образца пористой среды, то в результате получим таблично заданную функцию

 Re
эфф

k f
k

 . (4)

Из общего нелинейного закона фильтрации (3) вытекают как частные случаи все из-
вестные законы фильтрации. Если в уравнениях (3) и (4) функция  Re 1f  , получим
классический закон линейной фильтрации — закон Дарси (1). Если поправочный множи-
тель  Ref линейно зависит от числа Рейнольдса  Re 1 Ref    , получим другой
классический частный случай — закон нелинейной фильтрации Форхгеймера [1]

1 v k v v vgrad p v
k k k

    


     
          

 

   . (5)

Для уменьшения погрешностей при больших скоростях фильтрации двучленного закона
Форхгеймера (5) Р. Д. Барри и М. В. Конвей [2, 3, 4] предложили новую модель, содержа-
щую кроме параметров k и  два дополнительных параметра mrk и  :

   
 

1 Re
Re

1 Re 1эфф mr mr

k f
k k k









 
 

    
. (6)

Параметр mrk в (6) может принимать значения от нуля до единицы включительно, а 
принимает положительные значения. Из уравнения (6) видно, что если 0mrk  и показа-
тель степени 1  , то (6) приводит к классическому уравнению Форхгеймера (5). Если

1mrk  , то (6) приводит к линейному закону Дарси (1).
Куршиным А. П. в ЦАГИ им. профессора Н. Е. Жуковского проводились эксперимен-

тальные исследования эффективной проницаемости пористых металлов, волоконных мате-
риалов, графитов, образцов горных пород при сверхвысоких градиентах давлений до
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1,5 /МПа мм . Согласно его исследованиям [5, 6, 7], зависимость
эфф

k
k

можно описать

функциями, линейно зависящими от числа Рейнольдса

 Re Re
эфф

k v kf a b a b
k




 
       .                                (7)

Однако с тем уточнением, что параметры a и b на разных участках изменения числа
Рейнольдса определяются различно. Аналитически зависимость коэффициентов a и b от
числа Re R , согласно экспериментальным исследованиям Куршина А. П., можно пред-
ставить следующим образом:

(8)

и

(9)

При малых скоростях фильтрации, когда 1Re R , коэффициент проницаемости, по экс-
периментальным данным Куршина А. П., не зависит от числа Рейнольдса, и имеет место
линейная фильтрация по закону Дарси. Во второй области 1 2  ReR R  ,  с ростом скоро-

сти фильтрации коэффициенты a и b возрастают до своих максимальных значений

3a и 3b . Вторая область — это область переходного режима от ламинарного к турбулент-
ному режиму течения. В третьей области 2Re R ,  по данным Куршина А. П., коэффициен-

ты a и b остаются неизменными, равными максимальным, что указывает на сохранение
турбулентного характера течения для больших чисел 2Re R .

Наглядную характеристику представленных экспериментальных законов нелинейной
фильтрации дают графики зависимостей

эфф

k
k

на рис. 1.

Рис. 1. Сравнение зависимостей
эфф

k
k

от числа Рейнольдса для различных законов фильтраци

Из представленных графиков, во-первых, видно, что на режимах фильтрации с малыми
числами Рейнольдса законы Форхгеймера и Барри-Конвея практически одинаково описы-
вают пропускную способность пористой среды. Таким образом, для режимов фильтрации с
малыми числами Рейнольдса разумно применять в расчетах потоков более простой класси-
ческий закон Форхгеймера. Во-вторых, видно, что с ростом скорости фильтрации (с увели-
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чением числа Рейнольдса) пропускная способность пористой среды, количественно выра-
жаемая значением эффективной проницаемости эффk , падает. По закону Барри-Конвея

эффективная проницаемость эффk асимптотически падает до некоторого минимального

уровня, а по законам Форхгеймера и Куршина А. П. эффk падает до нуля, что по представ-
лениям Р. Д. Барри и М. В. Конвея является неправильным. На рис. 2 отдельно представлен
характер изменения пропускной способности пористой среды по закону Барри-Конвея при
различных значениях параметра  и при зафиксированном параметре 0,09mrk  .

Рис. 2. Влияние на пропускную способность пористой среды по закону Барри-Конвея
параметра  при зафиксированном параметре 0,09mrk 

На рис. 3 представлен характер изменения пропускной способности пористой среды по
закону Барри-Конвея при различных значениях параметра mrk при зафиксированном пара-
метре 2  .

Рис. 2, 3 снова подтверждают, что на режимах фильтрации с малыми числами Рей-
нольдса законы Форхгеймера и Барри-Конвея почти одинаково описывают пропускные
способности пористой среды. Рис. 2, 3 помогают понять физический смысл новых введен-
ных Р. Д. Барри и М. В. Конвеем фильтрационных параметров mrk и  .

Рис. 3. Влияние по закону Барри-Конвея на пропускную способность пористой среды
параметра mrk при зафиксированном параметре 2 

Из них и из формулы (6) видно, что физический смысл параметра mrk в том, что он за-
дает предельное минимальное значение пропускной способности пористой среды при высо-
ких скоростях фильтрации: Reэфф mrk k k  . Рисунки наглядно показывают физиче-
ский смысл параметра  . Параметр  задает скорость падения пропускной способности
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пористой среды: чем больше , тем быстрее падает пропускная способность пористой сре-
ды, и эффективная проницаемость быстрее приближается к своей асимптотической мини-
мальной величине.

Таким образом, Р. Д. Барри, М. В. Конвей и Куршин А. П. экспериментально доказали,
что пропускная способность пористой среды, количественно определяемая эффективной
проницаемостью эффk , уменьшается с ростом фильтрационного числа Рейнольдса по опре-

деленному закону. Наиболее естественной зависимостью  Re
эфф

k f
k

 для всех проницае-

мых пористых сред служит закон Барри-Конвея (6). Недостатком закона Барри-Конвея (6)
является то, что непосредственно применить его для определения параметров k ,  , mrk и
 на основе результатов газогидродинамических исследований скважин (ГДИ) весьма за-
труднительно. Поэтому возникает актуальная для практики задача преобразовать закон
Барри-Конвея (6) так, чтобы модифицированный закон позволял строить удобные для обра-
ботки данных ГДИ математические модели притока газа к скважине. С приемлемой точно-
стью в этом случае для диапазона практических значений чисел Рейнольдса [8] можно ре-
комендовать применение полиномиальных аппроксимаций закона Барри-Конвея (6) в виде

(10)

При наличии полиномиальных аппроксимаций закона Барри-Конвея (6) общее уравне-
ние (3) нелинейной фильтрации газа для больших скоростей будет представляться в виде

 
0

Re
n

m
m

m

vgrad p c
k




 
    

 



.                                                (11)

Положительным качеством уравнения (11) является то, что по сравнению с уравнением
(3) оно более приспособлено к решению важных практических задач обработки данных
ГДИ. Поэтому задача построения полиномиальных аппроксимаций закона Барри-Конвея (6)
для диапазона практических значений чисел Рейнольдса является актуальной.

Коэффициенты полиномиальных аппроксимаций закона Барри-Конвея предлагается
рассчитывать в среде MS Excel следующим образом. Вначале, на 1-ом шаге, для заданного
набора параметров  , mrk и  табулируем вспомогательную функцию  ReY Y :

   

 

1 1 Re 1 Re 1

Re Re 1 Re 1

mr mrэфф

mr mr

k
k kk

Y
k k

 



 



           
       

.                         (12)

Далее, на 2-ом шаге, средствами MS Excel [9] строим линию тренда
с использованием встроенной функции вида ЛИНЕЙН (диапазон

изменения Y ; диапазон изменения Re ^{1;2;3;4}) и находим коэффициенты 1с , 2с , 3с , ….
Например, для параметров 2  , 1  и 0,1; 0,2; 0,5mrk  коэффициенты аппроксимирую-
щего функцию (6) полинома 5-ой степени, найденные по описанному алгоритму, равны ука-
занным в таблице значениям.

Коэффициенты аппроксимирующего закон Барри-Конвея (6) полинома

Коэффициенты
Параметры: 2  ; 1 

0,1mrk  0,2mrk  0,5mrk 

1с 2,4060 1,6419 0,6053

2с –0,2591 –0,2443 –0,1083

3с 0,0131 0,0155 0,0076

4с –3,1  10-4 –4,30  10-4 –2,22  10-4

5с 2,75  10-6 4,29  10-6 2,29  10-6

Достаточная для практических целей точность аппроксимации закона Барри-Конвея при
перечисленных значениях его параметров  ,  и mrk наглядно иллюстрируется графиками
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на рис. 4, где приведены графики оригинала (6) и графики аппроксимирующих полиномов
5-ой степени. Возвращаясь к графикам на рис. 1, отметим, что в отличие от законов Форх-
геймера и Барри-Конвея в законе Куршина А. П. выделяется начальный участок 1Re R
малых чисел Рейнольдса, на котором имеет место линейная фильтрация по закону Дарси.
Для того чтобы ввести в закон Барри-Конвея начальный участок 1Re R малых чисел Рей-
нольдса, уравнение (6) авторы предлагают заменить следующим уравнением:

1 Re1 1
Reэфф mr кр

k th
k k


  

           
. (13)

Изменение эффективной проницаемости пористой среды по гипертангенсальному зако-
ну проиллюстрировано на рис. 5.

Рис. 4. Сравнение эффективных проницаемостей пористой среды по закону Барри-Конвея (6)
с их аппроксимационными моделями (10)

Рис. 5. Изменение эффективной проницаемости пористой среды по гипертангенсальному закону
(13) (сплошные линии) и по аппроксимационным моделям (10) гипертангенсального закона

(точечные линии). Параметры: 5  ; 0,13mrk 
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Физический смысл фильтрационных параметров mrk и  в гипертангенсальном законе

(13) такой же, как и у одноименных параметров в законе Барри-Конвея. Параметр mrk зада-
ет предельное минимальное значение пропускной способности пористой среды при высо-
ких скоростях фильтрации: Reэфф mrk k k  , а параметр  задает скорость падения про-

пускной способности пористой среды: чем больше  , тем быстрее эффективная проницае-
мость приближается к своей асимптотической минимальной величине.

Таким образом, приемлемая точность аппроксимационных моделей (10), иллюстрируе-
мая графиками на рисунках 4 и 5, позволяет рекомендовать к практическому применению в
качестве универсального закона фильтрации газа (жидкости) при самых широких реальных
диапазонах значений фильтрационных чисел Рейнольдса уравнение (11). Коэффициенты

mc уравнения (11) следует рассматривать как материальные константы пористой среды,
подлежащие определению на основании обработки данных ГДИ. У каждого типа пористой
среды может быть, в зависимости от геометрических особенностей строения порового про-
странства и механических свойств скелета пористой среды, свое количество и свои типовые
значения материальных констант mc .

Положительным качеством уравнения (11), в отличие от других законов (6), (7), (13),
является то, что его форма позволяет разработать модифицированную методику применяе-
мых сейчас классических способов обработки данных ГДИ под средства табличного про-
цессора MS Excel [9] и уточнять основные фильтрационно-емкостные характеристики про-
дуктивных пластов.
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