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УДК 532.517.2+536.24
ПРИБЛИЖЕННЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ГРЕТЦА — НУССЕЛЬТА

APPROXIMATE SOLUTIONS OF GRETZ — NUSSELT PROBLEM
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V. G. Milyutin, V. S. Loginov
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Задача Гретца — Нуссельта. Задача Гретца — Нуссельта — задача для лами-
нарного стабилизированного течения жидкости в круглой трубе при постоянной
температуре стенки по длине трубы при заданных расходе жидкости, температу-
рах стенки и на входе в трубу решена с учетом следующих условий:

1) процесс теплообмена принимается стационарным;
2) жидкость считается несжимаемой, и ее физические свойства постоянны (не

зависят от температуры);
3) в потоке отсутствуют внутренние источники теплоты, а теплота трения пре-

небрежимо мала;
4) тепловым потоком вдоль трубы за счет теплопроводности можно пренеб-

речь по сравнению с конвективным тепловым. После преобразований,
приведенных в [1], уравнение энергии в безразмерном виде запишется
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при 0X  , 1R 0.  (3)
Решение системы (1), (2), (3) подробно приводится в [1, 2]
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Окончательно распределение температуры жидкости в потоке определяется
формулой
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В таблице 1 приведены собственные значения коэффициентов nn A, , участ-
вующие в решении.

Таблица 1
Собственные значения n

n n nA
0 2,704364 1,4764354
1 6,679031 -0,8061239
2 10,67338 0,5887621
3 14,671078 -0,4758504
4 18,669872 0,4050218
5 22,669143 -0,3557565
6 26,668662 0,319169
7 30,668323 -0,2907358
8 34,668074 0,2678911
9 38,667883 -0,2490625

10 42,667734 0,2332277

В литературе [1, 2] отмечено, что «для больших n расчет собственных значений

n затруднен», поэтому используется асимптотическое решение:
4 8 / 3n n   ,                                                     (8)

2/3( 1) 2,84606n
n nA    ,                                        (9)

но не даны ни величина, ни порядок таких n. Методом последовательных прибли-
жений из уравнения (5) и граничного условия (3) при заданных шагах исследова-

ния 0, 001 1, 0   и отклонениях 7 310 10    могут быть получены такие зна-
чения только до 6n  включительно, соответствующие данным, приведенным в
таблице 1. Поэтому границей по n использования формул классического (5, 6) и
асимптотического решений (8, 9) можем принять равной 6.
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Оценим область применимости решения Гретца — Нуссельта. Для этого под-
ставим соответствующие производные от (4) в уравнение энергии (1) и, перенеся
все члены уравнения влево, получим выражение для ( , )X R — отклонение ре-
шения Гретца — Нуссельта от нуля (истины):
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Полученное выражение исследуем при различных X и R ( 0 ,0 1X R     ) и
заданных n. Отметим, что увеличение n с 3 до 4 ведет к незначительному расши-
рению области применимости решения, но несоизмеримо увеличивает сложность
получения результатов для анализа.

Таблица 2
Отклонение 4( , ) nX R  уравнения энергии по формуле (10)

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
1E-05 0,00 0,17 41,76 1,0E+03 9,5E+03 5,2E+04 2,0E+05 5,6E+05 1,3E+06 2,2E+06 2,3E+06

0,0001 0,00 0,16 40,41 9,9E+02 9,2E+03 5,0E+04 1,9E+05 5,4E+05 1,2E+06 2,1E+06 2,2E+06
0,001 0,00 0,12 29,06 7,1E+02 6,6E+03 3,6E+04 1,4E+05 3,9E+05 8,8E+05 1,5E+06 1,6E+06
0,01 0,00 0,00 0,89 21,88 2,0E+02 1,1E+03 4,2E+03 1,2E+04 2,6E+04 4,5E+04 4,3E+04
0,1 0,00 0,00 0,00 0,00 -0,03 -0,14 -0,58 -1,81 -4,66 -10,24 -19,32

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

100 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
1000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

10000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
100000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

X

R

Примечание. В таблице приведены значения, например, 1E-05 = 1·10-5; 2,3E+06 = 2,3·10+6.

На основании данных 4( , ) nX R  построен график (рисунок), при анализе ко-
торого можно сделать следующий вывод: решение Гретца — Нуссельта примени-
мо только в областях 0 0,1R  ; 0 X   и 1 X  ; 0 1R  . Поэтому опреде-
ление коэффициентов теплообмена требует подробного рассмотрения.

Рисунок. Отклонение решения Гретца — Нуссельта

Другое решение задачи Гретца — Нуссельта. Решение дифференциального
уравнения (1) будем искать методом разделения переменных:
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( , ) ( ) ( )X R X R    .                                            (11)

После подстановки (4) в уравнение (1) получим

21 (1 )R
R

        .

После разделения переменных, получим два обыкновенных дифференциальных
уравнения. Первое:
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   .                                                   (12)

Его общее решение известно и записывается так:

2
0( ) exp( )X A X   . (13)

Второе уравнение:
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В отличие от решения Гретца — Нуссельта общее приближенное решение бу-
дем искать следующим образом:

1) в координате 1R :
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Его общее решение имеет вид ( ) cos( ) sin( )R A R B R    , где
2
  .

Константы A и B находим из граничных условий: при 0R  0d
dR

 ; 1R

(1) 0  . Из первого граничного условия следует, что 0B  ; а из второго, соот-

ветственно, 0A  и cos( ) 0  , то есть (2 1)
2n n    . Это означает, что

1
( ) cos( )n n

n
R A R




   . (16)

Подставляя решения (6) и (9) в функцию (4), получим
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где 0n nD A A .
Постоянную nD в уравнении (10) найдем из граничного условия (2)

1
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Это уравнение, как известно [3], есть разложение четной функции в ряд Фурье
с заданными параметрами n . Используя ортогональные свойства тригонометри-
ческих функций, находим

1 1
2

0 0
cos( ) cos ( )n n nR dR D R dR   или

1

0
1

2

0

cos( )

cos ( )

n

n

n

R dR

D

R dR










1

0
1

2

0

cos( )
2sin

cos ( )

n
n

n
n

n

R dR

D

R dR







 



.

Подставив полученное выражение для постоянной nD в уравнение (17), запишем
окончательное выражение приближенного решения задачи (1)–(3). Оно имеет вид
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Важно отметить, что решение (18) было получено при 0R  .
Решение (18) далее будем обозначать 1( , )X R .
Оценим отклонение полученного приближенного решения от точного в интер-

валах 0 1, 0R X     .
Для этого возьмем соответствующие производные от (18)
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и подставим в (1) с соответствующими коэффициентами для различного количест-
ва n членов ряда.
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Таблица 3

Отклонение 1 4( , ) nX R  уравнения энергии по формуле (19)

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
1E-05 -25,057 -13,674 6,4381 11,951 0,5788 -8,8639 -5,5061 -1,4728 -9,3877 -15,204 7,9917
0,0001 -24,387 -13,291 6,2962 11,623 0,5042 -8,669 -5,3288 -1,3945 -9,1989 -14,904 7,9179
0,001 -18,544 -9,9709 5,0209 8,7609 -0,0894 -6,8917 -3,7402 -0,6921 -7,4943 -12,208 7,2416
0,01 -0,879 -0,4006 0,351 0,4672 0,3876 1,1909 2,4239 2,0752 -0,278 -1,1727 3,9471
0,1 3,614 3,5627 3,4094 3,1572 2,8166 2,4107 1,9794 1,579 1,2777 1,146 1,2446
1 0,0452 0,0444 0,042 0,0383 0,0336 0,0283 0,0231 0,0185 0,0151 0,0136 0,0144
10 2E-21 2E-21 2E-21 2E-21 2E-21 1E-21 1E-21 1E-21 8E-22 7E-22 7E-22
100 3E-214 3E-214 3E-214 3E-214 2E-214 2E-214 2E-214 1E-214 1E-214 9E-215 1E-214
1000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
100000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

X

R

В табл. 3 выделена область применения приближенного решения (19):
0 1R  , 0.01 X   .
Подставим (18) в выражение для средней массовой температуры жидкости в

безразмерной форме ср [1]:

1 1
2

0 0 0
2 4 (1 )ст

ср x
ст

t t
W RdR R RdR

t t


      
  


, (20)

конечный вид 1ср не приводится ввиду громоздкости. Анализ полученного вы-

ражения для 1ср показывает, что при 1 0срX    вне зависимости от n ;

при 10 1срX    .
Таблица 4

Зависимость среднемассовой температуры 1ср от числа членов ряда n по формуле (20)

1E-05 0,0001 0,001 0,01 0,1 1 10 100 1000 10000 100000
1 0,8009 0,8005 0,7969 0,7623 0,4889 0,0058 3E-22 0 0 0 0
2 0,9952 0,9941 0,9829 0,887 0,4912 0,0058 3E-22 0 0 0 0
3 0,9897 0,9886 0,9781 0,8854 0,4912 0,0058 3E-22 0 0 0 0
4 0,9993 0,998 0,9856 0,8863 0,4912 0,0058 3E-22 0 0 0 0
5 0,9976 0,9964 0,9845 0,8863 0,4912 0,0058 3E-22 0 0 0 0
6 0,9997 0,9984 0,9856 0,8863 0,4912 0,0058 3E-22 0 0 0 0

n

X

Подставим полученные значения (20) и значения дифференциальной производ-
ной по R (при 1R ) решения (18) в уравнение для числа Нуссельта [1]:

1

2

ср R

dNu
R


 

       
,                                          (21)

где  — коэффициент теплоотдачи,  — коэффициент теплопроводности среды,
d — характерный размер (в нашем случае — диаметр трубы).

В используемых 1ср и  
1

,
RR 


 помимо зависимости от ,X присутствует

зависимость от ,n но так как эта зависимость с ростом незначительна, ограни-
чимся 4n  для поиска ( )Nu X .

Таблица 5
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Значение чисел 1( )Nu X при различных 4n  , вычисленных по формуле (21)

При таких значениях числа 1( ) 1Nu X  , приведенных в табл. 5, можно сделать
вывод о преобладании интенсивности теплообмена за счет конвекции над интен-
сивностью теплообмена за счет теплопроводности, которой при использовании
решения (18) в дальнейшем можно пренебречь.

Еще одно решение задачи Гретца — Нуссельта. Рассмотрим другое решение
уравнения (14):

2
2 2

2
1 (1 ) 0d d R
R dRdR

 
    ,

но с другими граничными условиями

( 0) 0d R
dR

 
 , ( 1) 0R   .

Искомое ( )R будем искать в виде
2

1 2( ) (1 )R C C R    .

Константы 1С и 2С определим из граничных условий

22d C R
dR


  ;

при 0R  0d
dR

 , при 1R 10 C ;

2
2( ) (1 )R C R   . (22)

Положим, что
2

2 1d
dR

 (здесь взят знак минус из физических соображений

представленных в [1]), получим 21 2C   , 2
1
2

C  .

Тогда (22) запишется как
21( ) (1 )

2
R R   .                                             (23)

Подставим полученное ( )R в (14)
2

2 2
21 2 (1 )(1 ) 0

2
C R R

      ,

откуда выразим 2
2

2 2
4

(1 )R
 


,

при 0R  2  , при 1R     .
Подставим решение второго уравнения в (11), получим еще одно приближен-

ное решение задачи (1)–(3)
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Предварительно возьмем соответствующие производные ( , )X R
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и подставим в (1) с соответствующими параметрами в уравнение энергии перед
производными. Получим отклонение 2 ( , )X R от нуля, то есть истинного урав-
нения энергии:

4 2 2
2 2 2 2 5

( 2 8 1)( , ) .
exp(4 / ( 1) )( 1)

R R R XX R
X R R

   
 

 
(25)

В таблице 6 представлены решения уравнения (25), в которой выделенная цве-
том область дает решение дифференциального уравнения энергии с погрешностью
не более 3 %.

Таблица 6

Отклонение 2( , )X R уравнения энергии по формуле (25)

Получению 2Nu предшествует отыскание 2 ср (в символьном виде по фор-
муле (20) представляется трудным, поэтому производилось численно) и получение
вспомогательных результатов 1( ( , ) ) RX R R   (также затруднено из-за неопре-
деленности (деление на ноль) в границе 1R , поэтому вычислялось также чис-
ленно с использованием разложения в ряд Тейлора в критической точке). Резуль-
таты вычисления 2Nu представлены в таблице 7.

Данные, приведенные в таблице 7, дают область применимости 2( )Nu X
0, 001X  .
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Таблица 7

Значение 2 ср , 1( ( , ) ) RX R R   , 2 ( )Nu X , вычисленных по формуле (21)

1E-05 0,0001611 -1,076 13358,16263
0,0001 0,001107 -1,089 1967,479675
0,001 0,006717 -0,0008616 0,2565431
0,01 0,029 0 0
0,1 0,046 0 0
1 0,000877 0 0
5 3,541E-11 0 0

10 0 0 -
100 0 0 -

X

)(2 XNu
1

)),((



R

RRXср2

Таким образом, полученные приближенные решения задачи Гретца — Нус-
сельта имеют более простой символьный вид решения уравнения энергии. Это
дает преимущество при использовании в программировании по сравнению с из-
вестным «классическим» решением, в котором используются сложные рекурсив-
ные зависимости, малопригодные для практического применения.

Вычисленные отклонения уравнения энергии для всех приведенных в статье
решений позволяют сделать вывод о возможном их комплексном использовании.
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